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1. Einleitung
Die vorliegende Arbeit umfasst zwei Schwerpunkte, die weitestgehend unabha¨ngig voneinan-
der behandelt werden. Der erste Schwerpunkt liegt auf der Adaption und Anwendung von
stationa¨ren Randbedingungen fu¨r einen zell-zentrierten Finite-Volumen Lo¨ser. Der zweite
Schwerpunkt behandelt die Untersuchung des Zusammenhangs zwischen der Stro¨mung in
Geha¨usestrukturierungen (sog. Casing-Treatments) und der geha¨usenahen Blockage in Axial-
verdichtern.
1.1. Randbedingungen
Bei der Auslegung von Turbomaschinen sind die Kenntnis und ein detailliertes Versta¨ndnis
der vorliegenden Stro¨mungsverha¨ltnisse essentiell. Die Notwendigkeit einer Vorhersage der
Stro¨mung mit vertretbarem Aufwand erfordert gleichzeitig jedoch die Abstraktion und Ver-
einfachung der Realita¨t bei der Modellierung. Von einfachen Potential- und Stromlinien-
kru¨mmungsmethoden kommend, bildet die numerische Lo¨sung der stationa¨ren und insta-
tiona¨ren Reynolds-gemittelten Navier-Stokes Gleichungen heutzutage eines der wichtigs-
ten Standbeine der aerodynamischen Auslegung. Sie bildet einen guten Kompromiss zwi-
schen der beno¨tigten Rechenzeit und der Genauigkeit, um wichtige Stro¨mungspha¨nomene
im Detail beru¨cksichtigen zu ko¨nnen. Die Beschra¨nkung bzgl. des numerischen Aufwands
erfordert jedoch auch eine Begrenzung des simulierten Stro¨mungsgebiets mit daraus ent-
stehenden ku¨nstlichen Ra¨ndern. Ebenso fu¨hrt die Verwendung von Mischungsebenen zur
Kopplung feststehender und rotierender Systeme bei der Simulation von Turbomaschinen
zusa¨tzliche Ra¨nder ein. An diesen mu¨ssen die von Außen kommenden Informationen durch ei-
ne mo¨glichst exakte Modellierung der Physik vorgegeben werden. Insbesondere in Turboma-
schinen mit geringen Axialabsta¨nden zwischen den Schaufelreihen ist die Lo¨sungsqualita¨t sta-
tiona¨rer Berechnungen von mehrstufigen Maschinen mit Mischungsebenen dabei stark durch
die entsprechende Randbedingungsformulierung beeinflusst. Die numerische Behandlung von
ku¨nstlich eingefu¨hrten Ra¨ndern ist damit auch heute noch Gegenstand aktueller Forschung.
Stationa¨re Randbedingungen sind fu¨r die effiziente Simulation von mehrstufigen Turboma-
schinen eine Grundvoraussetzung. Nur durch die Kopplung von bewegten und feststehenden
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Schaufelreihen durch Mischungsebenen ist es mo¨glich, eine vergleichsweise schnelle stati-
ona¨re Simulation der Maschine durchzufu¨hren und den Auslegungsingenieur so mit einem
vertretbaren Aufwand zu unterstu¨tzen. Wie bei jeder Modellierung der zugrundeliegenden
physikalischen Vorga¨nge fu¨hrt auch die Vereinfachung der instationa¨ren Interaktion einzelner
Schaufelreihen zu einem Verlust von Informationen. Unter den gegebenen Voraussetzungen
kann eine mo¨glichst realistische Modellierung der Randbedingungen auf den Mischungs-
ebenen neben der Konservativita¨t auch ein naturgetreues, quasi-stationa¨res Stro¨mungsfeld
gewa¨hrleisten. Zur Beru¨cksichtigung von Potentialeffekten auf den Mischungsebenen ist
dabei eine Modellierung auf Basis der linearisierten, zweidimensionalen Eulergleichungen
Stand der Technik. Diese Randbedingungsformulierung muss jedoch unmittelbar auf dem
Rand selber angewendet werden und erfordert dort die Kenntnis der Stro¨mungsgro¨ßen, die in
einem zell-zentrierten Verfahren nicht zur Verfu¨gung stehen. Der Fokus dieser Arbeit liegt auf
der ¨Ubertragung der Randbedingungsformulierung auf einen zell-zentrierten Finite-Volumen
Lo¨ser. Dies erfordert die physikalische Modellierung der Stro¨mung zwischen dem Zellinne-
ren und dem Rand, auf dem die Randbedingungen letztendlich angewendet werden, sowie die
Integration dieser Modellierung in das numerische Schema.
Als Grundlage aller spa¨teren Betrachtungen werden in Kapitel 2 die ga¨ngigen Theorien sowie
die Modellvorstellung fu¨r die Beschreibung von Stro¨mungen als Kontinuum zusammenge-
fasst. Es folgt eine Beschreibung der numerischen Methoden und Modellierungen des verwen-
deten Stro¨mungslo¨sers in Kapitel 3. Diese soll dabei helfen, die erforderlichen Anpassungen
der Randbedingungen besser einordnen zu ko¨nnen. Eine Zusammenfassung bisheriger For-
schung im Bereich der Randbedingungen wird anschließend in Kapitel 4 gegeben. Dies dient
als Einfu¨hrung in die Thematik, bevor die durchgefu¨hrten Anpassungen der Randbedingungen
in Kapitel 5 beschrieben werden. Die Validierung dieser folgt unmittelbar in Kapitel 6.
1.2. Casing-Treatments
Durch die stetige Innovation sind modernere Verdichter in der Lage, einen ho¨heren spezifi-
schen Arbeitsumsatz zu erreichen und so, bei Gleichheit in Wirkungsgrad und Leistung, bei-
spielsweise durch eine Reduzierung der Schaufelzahl Gewicht einzusparen. Ha¨ufig ist dabei
die Einhaltung eines gewissen Pumpgrenzabstands der begrenzende Faktor der Auslegung,
um die Betriebssicherheit der Maschine zu gewa¨hrleisten. Abhilfe ko¨nnen hierbei sogenann-
te Casing-Treatments schaffen. Dabei handelt es sich um Geha¨usestrukturierungen u¨ber der
Rotorbeschaufelung, durch die eine z.T. erhebliche Erweiterung des stabilen Betriebsbereichs
von Verdichtern erreicht werden kann. Bereits die erste Generation von rotationsasymmetri-
schen Axialnuten war mit ihrer einfachen Geometrie und scharfen Kanten in der Lage den
Pumpgrenzabstand signifikant zu erho¨hen und die stetige Weiterentwicklung erlaubt inzwi-
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schen den wirkungsgradneutralen Einsatz von Casing-Treaments. Trotz dieser Entwicklung
und dem Einsatz numerischer Methoden gibt es nur begrenzt Ansa¨tze die prinzipelle Wir-
kungsweise der Casing-Treatments durch integrale Bilanzen auf die wesentlichen Aspekte
der Stro¨mung zu reduzieren und dabei mo¨glichst unabha¨ngig von der verwendeten Maschine
zu beschreiben.
Die Wirkung von Casing-Treatments in Form der Erweiterung des Pumpgrenzabstands und
der Verminderung der Blockage ist bereits seit den 1970er Jahren bekannt und es existie-
ren zahlreiche Detailuntersuchungen fu¨r eine Vielzahl von Casing-Treatment-Geometrien.
Wa¨hrend Detailuntersuchungen der instationa¨ren Stro¨mung zum Versta¨ndnisgewinn no¨tig
sind, sollte die grundsa¨tzliche Funktionsweise von Casing-Treatments aufgrund ihres doch
erheblichen Einflusses auf die globalen Kennfeldgro¨ßen auch auf Basis integraler Betrach-
tungen nachvollziehbar sein. Der zweite Schwerpunkt der Arbeit liegt entsprechend auf einer
mo¨glichst einfachen, integralen Beschreibung der Physik, um so den Einfluss der Casing-
Treatment-Stro¨mung auf das Betriebsverhalten des Verdichters erfassen und beurteilen zu
ko¨nnen. Die ¨Uberpru¨fung der Zusammenha¨nge soll mit Hilfe numerischer Simulationen einer
Vielzahl von unterschiedlichen Casing-Treatment-Geometrien aus der Familie der Axialnuten
erfolgen. Zum einen soll damit die Allgemeingu¨ltigkeit der integralen Betrachtung, aber auch
die Grenzen einer quasi-eindimensionalen, verlustfreien Abstraktion aufgezeigt werden.
Kapitel 7 befasst sich mit dem quasi-eindimensionalen Zusammenhang der Casing-
Treatment-Stro¨mung und der Blockage in Axialverdichtern. Obwohl die entwickelten Rand-
bedingungsformulierungen bei den durchgefu¨hrten Simulationen eine direkte Anwendung fin-
den, wird versucht, dieses Kapitel nach Mo¨glichkeit autark von den vorherigen Kapiteln zu
halten. Abgesehen von der Literaturrecherche in Kapitel 4 umfasst es sowohl die Zusammen-
fassung der Geometrie, das numerische Setup, die zugrundeliegenden theoretischen Beschrei-
bungen und Bilanzierungen als auch die Diskussion der Ergebnisse.
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2. Physikalische Grundlagen
In diesem Kapitel sollen die physikalischen Grundlagen fu¨r die mathematische Beschreibung
von Fluiden skizziert werden. Da im Turbomaschinenbereich die mittlere freie Wegla¨nge
der Moleku¨le im Vergleich zu den geometrischen Abmessungen mit Knudsen-Zahlen kleiner
0.01 sehr klein ist, ko¨nnen die Erhaltungsgleichungen fu¨r ein Kontinuum formuliert werden.
Auf dieser Grundlage ko¨nnen Erhaltungsgleichungen fu¨r Masse, Impuls und Energie formu-
liert werden, welche zusammen mit materialspezifischen und konstitutiven Gleichungen die
Stro¨mungen im chemischen und thermodynamischen Gleichgewicht vollsta¨ndig beschreiben.
Allerdings ist das entstehende System von gekoppelten nichtlinearen Gleichungen derart ge-
staltet, dass deren geschlossene Lo¨sung ha¨ufig nicht mo¨glich ist und sie sich einer unmit-
telbaren Analyse entziehen. Abhilfe ko¨nnen hier numerische Na¨herungslo¨sungen schaffen.
Im Folgenden werden die Erhaltungsgleichungen neben der koordinatenunabha¨ngigen Form
auch fu¨r spezielle Koordinatensysteme angegeben, welche sich spa¨ter bei der Formulierung
der Randbedingung als vorteilhaft erweisen werden. Weiterhin wird, ebenfalls um die zu-
grundeliegende Physik zuga¨nglicher zu machen, auf die Beschreibung schwacher Sto¨rungen
und deren Ausbreitung in Gasen auf Basis der linearisierten Eulergleichungen eingegangen.
Mit Hilfe dieser physikalischen Einblicke ist es in Kapitel 5 mo¨glich, Randbedingung fu¨r
zell-zentrierte Finite-Volumen-Verfahren zu formulieren, welche die zugrundeliegenden Er-
haltungsgleichungen nicht verletzen und dennoch das Rechengebiet begrenzen.
2.1. Nichtlineare Erhaltungsgleichungen
Die Erhaltungsgrundsa¨tze der Masse, des Impulses und der Energie lassen sich am intui-
tivsten in der Lagrangeschen Formulierung, das heißt mit einem massenundurchla¨ssigen
Bilanzvolumen, postulieren. Allerdings ist diese integrale substantielle Betrachtung in der
Stro¨mungsmechanik, im Gegensatz zur Festko¨rpermechanik, meist weniger vorteilhaft, da
im Allgemeinen die Feldgro¨ßen der Stro¨mung und nicht das Verhalten einzelner Materieteil-
chen eines vorgegebenen Bilanzvolumens von Interesse ist. Stattdessen kommt die Eulersche
Formulierung zum Einsatz. Diese betrachtet ein im Raum festgesetztes Bilanzvolumen, u¨ber
dessen Begrenzungen Fluid ein- und ausstro¨mt. Die Verknu¨pfung zu der Lagrangeschen Sys-
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tembetrachtung geschieht dabei mit dem Reynoldschen Transporttheorem, das die Bilanzvo-
lumengleichungen mit der materiellen Form in Beziehung setzt.
Neben der Transformation auf eine Eulersche Formulierung werden die Erhaltungssa¨tze im
Folgenden in ihrer differentiellen Schreibweise angegeben. Dies setzt die stetige Differenzier-
barkeit der Lo¨sung voraus, so dass diese Form bei Verdichtungssto¨ßen ihre Gu¨ltigkeit verliert
und wieder eine integrale Betrachtung vorgenommen werden muss. Nichtsdestotrotz erlaubt
vor allem die differentielle Form tiefer gehende physikalische Einblicke in das Verhalten der
Stro¨mung.
Die Erhaltungssa¨tze sind zuna¨chst nur fu¨r ein Inertialsystem gu¨ltig. Allerdings ist es ha¨ufig
mo¨glich, ein instationa¨res Stro¨mungsfeld durch die Wahl eines anderen Bezugsystems stati-
ona¨r zu beschreiben. So ist die Stro¨mung in einem rotierenden Laufrad einer Turbomaschine
fu¨r einen außenstehenden Betrachter instationa¨r, wa¨hrend ein mitrotierender Betrachter auf-
grund der festen Geometrie ein stationa¨res Verhalten sieht. Wenn zusa¨tzlich stationa¨re Zu-
stro¨mbedingungen herrschen, ist eine stationa¨re Betrachtung innerhalb eines mitrotierenden
Koordinatensystems trotz zusa¨tzlicher Terme fu¨r die Coriolis- und Fliehkra¨fte vorteilhaft. Da-
mit lauten die Erhaltungsgleichungen der Masse, des Impulses und der Energie fu¨r ein mit
konstanter WinkelgeschwindigkeitΩ rotierendes Koordinatensystem ohne translatorische Be-
schleunigung in differentieller Form
∂ρ
∂t
+∇ · (ρc) =0 (2.1)
∂ (ρc)
∂t
+∇ · (ρcc+ pI) =∇ · τ + F g
− (2ρΩ× c+ ρΩ× [Ω× x]) (2.2)
∂ (ρerot)
∂t
+∇ · ((ρerot + p) c) =∇ · (τ · c− q) . (2.3)
Die dabei auftretende relative Transportgeschwindigkeit c erleichtert die physikalische Vor-
stellung der Konvektion einer Transportgro¨ße im mitrotierenden Koordinatensystem und ist
als
c = cabs −Ω× x (2.4)
definiert, wobei cabs die Geschwindigkeit im Inertialsystem ist. Damit ergibt sich anstelle
der sonst u¨blichen spezifischen totalen inneren Energie et die Rothalpieenergie erot als neue
Erhaltungsgro¨ße des Energiesatzes mit
erot = et,abs − (Ω× x) · cabs . (2.5)
Diese Form der Erhaltungsgleichungen hat zum einen den Vorteil im Grenzfall Ω → 0 in
die urspru¨ngliche Form fu¨r ein Inertialsystem u¨berzugehen und zum anderen kann die Mo-
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dellvorstellung eines konvektiven Transports einer Transportgro¨ße in voller Analogie zum In-
ertialsystem aufrecht erhalten werden. Insbesondere ergibt sich die neue Transportgro¨ße der
Rothalpie in Analogie zur spezifischen Totalenthalpie des Inertialsystems ht,abs zu
hrot =erot +
p
ρ
(2.6)
=ht,abs − (Ω× x) · cabs . (2.7)
Abgeleitet aus Gleichung (2.6) ist ha¨ufig auch eine Definition der Rothalpie mit Hilfe der
relativen Totalenthalpie ht
ht = h+
c2
2
(2.8)
entsprechend
hrot =ht − (Ω× x)
2
2
(2.9)
zu finden. Ausfu¨hrlichere Diskussionen der Erhaltungsgleichungen mit Herleitungen, Trans-
formation auf nicht Inertialsysteme sowie verschiedene Formen der Erhaltungsgleichungen
sind beispielsweise in Schlichting und Gersten (2006), Spurk und Aksel (2008) und Krause
(2005) zu finden. Die Transformation der Energiegleichung auf ein rotierendes Bezugssystem
mit der Transportgro¨ße der Rothalpie werden von Lyman (1992) und Volmar (1998) disku-
tiert.
2.1.1. Konstitutive- und Zustandsgleichungen
Zur Schließung der Erhaltungsgleichungen 2.1 bis 2.3 mu¨ssen noch zusa¨tzliche Annahmen
bzgl. der Fluideigenschaften getroffen werden. Diese konstitutiven Gesetze fußen meist auf
experimentellen Beobachtungen und setzen die in den Erhaltungsgleichungen auftretenden
Gro¨ßen in Beziehung zueinander, so dass ein geschlossenes System entsteht. Um neben den
Feldgro¨ßen der Dichte, Geschwindigkeit und inneren Energie auch den Druck und die Tem-
peratur bestimmen zu ko¨nnen, werden im Folgenden die thermische und kalorische Zustands-
gleichungen fu¨r ideale Gase
p = ρRT (2.10)
e = cvT (2.11)
verwendet. Der viskose Schubspannungstensor τ kann mit Hilfe der Hypothese von Stokes
fu¨r isotrope, newtonsche Fluide in Abha¨ngigkeit der lokalen ¨Anderung des Geschwindigkeits-
feldes als
τ = µl
(
∇c+ (∇c)T − 2
3
(∇ · c) I
)
(2.12)
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formuliert werden. Wa¨hrend damit die isentropen Normalspannungen des Spannungstensors
durch den thermodynamischen Druck p in den Erhaltungsgleichungen bereits gesondert als
Feldgro¨ßen behandelt werden, ha¨ngen die Komponenten des Schubspannungstensors ein-
zig von dem Verformungsgeschwindigkeitstensor 1
2
(
∇c+ (∇c)T
)
, der Volumendilatation
(∇ · c) I und der molekularen dynamischen Viskosita¨t µl ab. Die Stoffgro¨ße der molekularen
dynamischen Viskosita¨t wird dabei in guter Na¨herung durch die Sutherland Formel
µl (T ) = µref
(
T
Tref
) 2
3 Tref + C
T + C
(2.13)
beschrieben. Zur Modellierung des Wa¨rmestroms q bei isotropen Materialien wird das Fou-
riersche Gesetz
q = −λ∇T (2.14)
herangezogen. Fu¨r Gase ist die spezifische Wa¨rmeleitfa¨higkeit λ dabei direkt proportional zur
molekularen Viskosita¨t
λ =
cp
Pr
µl . (2.15)
2.1.2. Verwendete Koordinatensysteme
Die Erhaltungsgleichungen in der symbolischen Form aus Gleichung 2.1 bis 2.3 sind unter
den angegebenen Bedingungen unabha¨ngig vom Koordinatensystem. Um die Erhaltungsglei-
chungen jedoch fu¨r numerische Untersuchungen diskretisieren zu ko¨nnen, werden in diesem
Abschnitt drei Koordinatensysteme und die resultierenden Gleichungen vorgestellt. Zuna¨chst
wird einfachheitshalber das kartesische Koordinatensystem verwendet, um in Kapitel 2.3
den Dualismus des Wellen- und Erhaltungscharakters mit mo¨glichst zuga¨nglichen Grund-
gleichungen diskutieren zu ko¨nnen. Als Grundlage des Stro¨mungslo¨sers werden die Erhal-
tungsgleichungen in allgemeinen, krummlinigen, konturangepassten Koordinaten, jedoch mit
kartesischen Erhaltungsgro¨ßen, verwendet. Fu¨r die Formulierung der Randbedingungen bie-
ten sich schließlich angepasste Zylinderkoordinaten mit kontravarianten Erhaltungsgro¨ßen an.
Dabei bleibt die azimutale Richtung des einfachen zylindrischen Koordinatensystems erhal-
ten, wa¨hrend die beiden anderen Basisvektoren lokal gekippt sein ko¨nnen, um sich dem Netz
anzupassen.
Zusammen mit der Spezifizierung des Koordinatensystems werden die Erhaltungsgleichun-
gen nun als Vektorgleichungen angegeben, deren Komponenten aus den urspru¨nglichen Glei-
chungen stammen. Dies soll zum einen die zugrundeliegenden physikalischen Pha¨nomene des
Transports von Erhaltungsgro¨ßen verdeutlichen und zum anderen eine einfache geschlossene
Handhabung mit nur einer Vektorgleichung ermo¨glichen.
8
2.1. Nichtlineare Erhaltungsgleichungen
2.1.2.1. Kartesische Koordinaten
Der Vollsta¨ndigkeit halber werden die Erhaltungsgleichungen zuna¨chst fu¨r das bekannte kar-
tesische Koordinatensystem vorgestellt. Zwar wird die kartesische Form der Erhaltungsglei-
chungen nicht unmittelbar bei der numerischen Lo¨sung verwendet, allerdings erlaubt sie, ge-
rade wegen ihrer Einfachheit, den ungesto¨rten Blick auf den Erhaltungs- und Wellencharakter
der Stro¨mung. Die kartesischen Koordinaten werden im Folgenden mit xi = (x1, x2, x3) und
die dazugeho¨rigen Basisvektoren mit ei bezeichnet. Fu¨r ein mit der Winkelgeschwindigkeit
Ω1x = Ω um die x1-Achse rotierendes Bezugssystem lassen sich die Erhaltungsgleichungen
mit der Einsteinschen Summenkonvention in ihrer konservativen Form als
∂qx
∂t
+
∂f ix
∂xi
=
∂hix
∂xi
+ sx (2.16)
mit den Erhaltungsgro¨ßen
qx =

ρ
ρc1x
ρc2x
ρc3x
ρerot
 (2.17)
ausdru¨cken. Der Index x soll darauf hinweisen, dass sich die Komponenten eines Tensors auf
die kartesischen Basisvektoren beziehen. Die Vektorgleichung (2.16) folgt direkt aus der ko-
ordinatenunabha¨ngigen Schreibweise der Gleichungen (2.1) bis (2.3) sowie den konstitutiven
Gleichungen aus Kapitel 2.1.1 wobei die Flussterme
f ix =

ρcix
ρc1xc
i
x + pδ
1i
ρc2xc
i
x + pδ
2i
ρc3xc
i
x + pδ
3i
ρcix (erot + p)
 , h
i
x =

0
τ 1ix δ
1i + τ 1ix δ
2i + τ 1ix δ
3i
τ 2ix δ
1i + τ 2ix δ
2i + τ 2ix δ
3i
τ 3ix δ
1i + τ 3ix δ
2i + τ 3ix δ
3i
0
 (2.18)
unmittelbar aus den Divergenztermen folgen. δji bezeichnet hierbei das Kronecker Delta. Der
Quellterm mit Coriolis- und Fliehkraft fu¨r das kartesische Koordinatensystem lautet
sx =

0
0
2ρc3xΩ + ρΩ
2x2
−2ρc2xΩ + ρΩ2x3
0
 . (2.19)
Fu¨r den Grenzfall einer ebenen, translatorisch bewegten Stro¨mung mit konstanter Umfangs-
geschwindigkeit u = Ω × x gehen sowohl die Flieh- als auch die Corioliskraft gegen Null.
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Damit entfallen die Quellterme und die Erhaltungsgleichungen fu¨r ein Inertialsystem ko¨nnen
unmittelbar angewendet werden (Spurk und Aksel (2008)). Die kartesischen Komponenten
des symmetrischen Schubspannungstensors lassen sich ebenfalls mit wenig Aufwand direkt
aus (2.12) ableiten und lauten
τ 11x = µl
(
2
∂c1x
∂x1
− 2
3
(
∂c1x
∂x1
+
∂c2x
∂x2
+
∂c3x
∂x3
))
(2.20)
τ 22x = µl
(
2
∂c2x
∂x2
− 2
3
(
∂c1x
∂x1
+
∂c2x
∂x2
+
∂c3x
∂x3
))
(2.21)
τ 33x = µl
(
2
∂c2x
∂x3
− 2
3
(
∂c1x
∂x1
+
∂c2x
∂x2
+
∂c3x
∂x3
))
(2.22)
τ 12x = µl
(
∂c1x
∂x2
+
∂c2x
∂x1
)
(2.23)
τ 13x = µl
(
∂c1x
∂x3
+
∂c3x
∂x1
)
(2.24)
τ 23x = µl
(
∂c2x
∂x3
+
∂c3x
∂x2
)
. (2.25)
2.1.2.2. Krummlinige Koordinaten mit kartesischen Erhaltungsgro¨ßen
Da die diskrete Abbildung realer Turbomaschinengeometrien nur schwer mit einem kartesi-
schen Gitter bewerkstelligt werden kann, werden die Erhaltungsgleichungen ha¨ufig in eine
gemischte Form transformiert. Fu¨r ein um die x1-Achse rotierendes Bezugssystem werden
die kartesischen Impulskomponenten bei den Erhaltungsgro¨ßen verwendet, wa¨hrend gleich-
zeitig die kartesischen Flu¨sse auf ein krummliniges, konturangepasstes Koordinatensystem
transformiert werden. Da die Ra¨nder eines solchen konturangepassten Gitters mit konstanten,
krummlinigen Koordinaten direkt mit der Geometrie zusammenfallen, wird die Randbedin-
gungsformulierung, durch Anpassung der entsprechenden Flu¨sse, erheblich vereinfacht. Im
Folgenden werden die krummlinigen Koordinaten mit ξi = (ξ1, ξ2, ξ3), die dazugeho¨rigen
Basisvektoren mit gi = ej ∂x
j
∂ξi
und der Metriktensor mit gij = gi · gj bezeichnet. Mit der
Determinante des kovarianten Metriktensors g ≡ det gij ergibt sich die streng konservative
Form der Erhaltungsgleichungen zu
√
g
∂qx
∂t
+
∂f i
∂ξi
=
∂hi
∂ξi
+
√
gsx . (2.26)
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Wa¨hrend die projizierten Eulerflu¨sse
f i =
√
g

ρci
ρc1xc
i + p ∂ξ
i
∂x1
ρc2xc
i + p ∂ξ
i
∂x2
ρc3xc
i + p ∂ξ
i
∂x3
(ρerot + p) c
i
 (2.27)
tatsa¨chlich dem physikalischen Grundprinzip des Transportes u¨ber einem Kontrollvolumen
entsprechen, werden die verwendeten
”
viskosen Flu¨sse“
hi =
√
g

0
∂ξi
∂xj
τ 1jx
∂ξi
∂xj
τ 2jx
∂ξi
∂xj
τ 3jx
∂ξi
∂xj
(
τ jkx c
k
x + q
j
x
)
 (2.28)
nur aus Konsistenzgru¨nden so bezeichnet, da in den urspru¨nglichen Erhaltungsgleichungen
die Divergenz des viskosen Spannungstensors genommen wird. Aus diesem Grund werden die
viskosen Flu¨sse auch als Quellterme auf der rechten Seite von Gleichung (2.26) gefu¨hrt. Bei
den projizierten Flu¨ssen wurden zur Vereinfachung und Verdeutlichung des Transportprinzips
die kontravarianten Geschwindigkeitskomponenten des krummlinigen Koordinatensystems
ci = cjx
∂ξi
∂xj
(2.29)
verwendet. Da Gleichung (2.26) fu¨r kartesische Erhaltungsgro¨ßen aufgestellt wurde, ko¨nnen
die Erhaltungsgro¨ßen, der Schubspannungstensor, die Wa¨rmestro¨me und der Quellterm direkt
aus der kartesischen Betrachtung des Kapitels 2.1.2.1 u¨bernommen werden.
Die konservative Schreibweise von Gleichung (2.26), bei der, abgesehen von den Quellter-
men, alle Feldgro¨ßen unter einem Differential stehen, ist vor allem bei der Diskretisierung fu¨r
das numerische Verfahren vorteilhaft. Denn obwohl die kontravarianten Basisvektoren nicht
normiert sind, entspricht der kontravariante Fluss f i gerade dem Produkt der physikalischen
Flusskomponente und der Fla¨che, welche senkrecht zur i-Richtung von den u¨brigen Koor-
dinatenlinien eingeschlossen wird. Damit entspricht Gleichung (2.26) der integralen Form
der Erhaltungsgleichungen, bei der der Fluss u¨ber die Begrenzungsfla¨che eines Elementar-
volumens gerade durch das Oberfla¨chenintegral des physikalischen Flusses bestimmt wird.
Wenn die Absta¨nde zwischen zwei Gitterlinien fu¨r das transformierte Netz zu ∆ξi = 1 ge-
setzt werden, entspricht das diskrete Volumen V = √g ∆ξ1∆ξ2∆ξ3 genau dem spezifischen
Volumenmaß √g. Damit entspricht die Multiplikation mit √g gerade dem Volumenintegral
mit konstanten Integranden. Diese ¨Aquivalenz zwischen der integralen und differentiellen
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Schreibweise ermo¨glicht es mit Hilfe von Gleichung (2.26) unmittelbar ein konservatives nu-
merisches Schema aufzustellen. Ausfu¨hrliche Herleitungen der hier zusammengefassten Form
der Erhaltungsgleichungen in krummlinigen konturangepassten Koordinaten zusammen mit
Diskussionen der Bedeutung der Metriken sind in Benetschik (2009), Volmar (1998) und
Klingbeil (1966) beschrieben.
2.1.2.3. Angepasste Zylinderkoordinaten mit kontravarianten
Erhaltungsgro¨ßen
b b α
x1
x2
x3
e1
e2
e3
r
θ
e1 = gx
g˘n
gr
gr
g˘s
g˘u
Abb. 2.1.: Lokal angepasstes Zylinderkoordinatensystem
Aufgrund der Rotationssymmetrie bei Turbomaschinen bietet sich bei der Randbedingungs-
formulierung ein zylindrisches Koordinatensystem ξic = (x, r, θ) an. Hier wird, schon mit
Blick auf Kapitel 5, ein leicht angepasstes Zylinderkoordinatensystem ξir = (n, s, u) mit
physikalischen Vektorkomponenten und lokal gedrehten Basisvektoren (g˘n, g˘s, g˘u) entspre-
chend Abb. 2.1 verwendet. Die azimutale Richtung des zylindrischen Koordinatensystems
bleibt dabei unvera¨ndert, allerdings werden die Basen normiert, so dass
g˘u =
1
r
gθ (2.30)
als neue Basis fu¨r die Umfangsrichtung verwendet wird. Die Rotation der radialen und axia-
len Basisvektoren wird spa¨ter dazu dienen, das Koordinatensystem an das lokale Netz am
Rand anzupassen. Ebenfalls mit Blick auf die noch folgende Randbedingungsformulierung
werden die Erhaltungsgleichungen in ihrer reinen kontravarianten Form verwendet. Dies wird
spa¨ter die notwendige Linearisierung aufgrund konstanter Metriken auf dem Rand vereinfa-
chen. Letztendlich fu¨hrt es jedoch auch dazu, dass nicht mehr die streng konservative Form
der Erhaltungsgro¨ßen verwendet werden kann. Stattdessen treten zusa¨tzliche Quellterme auf.
In Anhang A.1 wird na¨her auf die notwendige Koordinatentransformation und die ¨Aquivalenz
zu den bisherigen Formulierungen bei der Verwendung des angepassten, lokal rotierten Zy-
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linderkoordinatensystems eingegangen. In Anhang A.2 wird der Einfluss der Quellterme auf
die Randbedingungsbehandlung anhand eines Beispiels diskutiert.
Wird das angepasste Zylinderkoordinatensystem mit physikalischen Vektorkomponenten
(n, s, u) als Spezialform der allgemeinen krummlinigen Koordinaten (ξ1, ξ2, ξ3) aufgefasst,
nehmen die urspru¨nglichen Erhaltungsgleichungen 2.1 bis 2.3 zusammen mit den konstituti-
ven Zusa¨tzen als Endergebnis die Form
∂q
∂t
+
∂fn
∂n
+
1
r
∂rf s
∂s
+
∂fu
∂u
=
∂hn
∂n
+
1
r
∂rhs
∂s
+
∂hu
∂u
+ s (2.31)
an. Der Vektor der konservativen Variablen ist hier fu¨r die kontravarianten Komponenten des
Impulses als
q =

ρ
ρcn
ρcs
ρcu
ρerot
 , (2.32)
definiert, wa¨hrend die Flu¨sse
f i =

ρci
ρcicn + pδ1i
ρcics + pδ2i
ρcicu + pδ3i
(ρerot + p) c
i
 , h
i =

0
τni
τ si
τui
τ ikck + qi
 (2.33)
und der Quellterm
s =
1
r

0
(2ρrΩcu + ρr2Ω2) sinα
p+ ρcucu − τ θθ + (2ρrΩcu + ρr2Ω2) cosα
−ρcscu + τ su − 2ρrΩcs
0
 (2.34)
lauten. Zur Verbesserung der Lesbarkeit und um zu verdeutlichen, dass es sich bei dem ange-
passten Zylinderkoordinatensystem um einen Sonderfall der allgemeinen krummlinigen Ko-
ordinaten handelt, werden die einzelnen Tensorkomponenten nicht mehr durch (1, 2, 3) son-
dern mit (n, s, u) gekennzeichnet. Das Kronecker Delta ist fu¨r beide Schreibweisen in glei-
cher Weise zu interpretieren. Die kontravarianten Komponenten des Schubspannungstensors
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aus Gleichung (2.12) lauten in dieser Formulierung
τnn = µl
(
2
∂cn
∂n
− 2
3
(
∂cn
∂n
+
∂cs
∂s
+
1
r
∂cu
∂θ
+
cs
r
))
(2.35)
τ ss = µl
(
2
∂cs
∂s
− 2
3
(
∂cn
∂n
+
∂cs
∂s
+
1
r
∂cu
∂θ
+
cs
r
))
(2.36)
τuu = µl
(
2
r
(
∂cu
∂θ
+ cs
)
− 2
3
(
∂cn
∂n
+
∂cs
∂s
+
1
r
∂cu
∂θ
+
cs
r
))
(2.37)
τns = µl
(
∂cn
∂r
+
∂cs
∂n
)
(2.38)
τnu = µl
(
1
r
∂cn
∂θ
+
∂cu
∂n
)
(2.39)
τ su = µl
(
1
r
∂cs
∂θ
+
∂cu
∂s
− c
u
r
)
. (2.40)
Die Wa¨rmestro¨me werden schließlich durch
qn = −λ∂T
∂n
(2.41)
qs = −λ∂T
∂s
(2.42)
qθ = −λ
r
∂T
∂θ
(2.43)
beschrieben. Diese Form der Erhaltungsgleichungen mit orthonormierter Basis und physika-
lischen Vektorkomponenten ist vor allem wegen der a¨hnlichen Form der einzelnen Flu¨sse und
eines relativ einfachen Quellterms vorteilhaft. Weiterhin erleichtert die Verwendung der Um-
fangsgeschwindigkeit anstelle der azimutalen Geschwindigkeit in der Impulsgleichung ha¨ufig
die Interpretation, da die Gleichung (2.31) fu¨r r →∞ automatisch in die bekannte kartesische
Schreibweise (2.16) u¨bergeht.
2.2. Linearisierte Eulergleichungen
Die Erhaltungsgleichungen sind nichtlinear, was sich besonders deutlich anhand der Impuls-
gleichung (2.2) a¨ußert. Diese Nichtlinearita¨t erschwert eine allgemeine, geschlossene Lo¨sung
und Modellierung. Aus diesem Grund werden bei der Behandlung schwacher Sto¨rungen in
Gasen die linearisierten Eulergleichungen mit Termen erster Ordnung verwendet. Dabei wird
zwar ein Fehler in der Gro¨ßenordnung der Amplitude der sich ausbreitenden Sto¨rungen in
Kauf genommen, allerdings erleichtert es die numerische Behandlung des nun linearen Sys-
tems von Differentialgleichungen wesentlich. In diesem Abschnitt wird die Linearisierung
skizziert und als Ausgangsbasis fu¨r die verwendete Randbedingungsformulierung zusammen-
gefasst. Grundlage bildet dabei die kontravariante Form der Erhaltungsgleichungen fu¨r die
angepassten Zylinderkoordinaten aus Gleichung (2.31).
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Neben der Linearisierung selber werden an dieser Stelle zusa¨tzliche Vereinfachungen ein-
gefu¨hrt. Zum einen ist dies die Vernachla¨ssigung viskoser Einflu¨sse auf die Wellenausbrei-
tung durch die Verwendung der Eulergleichung und zum anderen werden radiale ¨Anderungen
sowie auftretende Quellterme vernachla¨ssigt. Weiterhin wird angenommen, dass das Mittel
der radialen Geschwindigkeitskomponente verschwindet. Bevor die eigentlichen linearisier-
ten Gleichungen zusammengefasst werden, soll im folgenden Abschnitt 2.2.1 na¨her auf die
Motivation sowie die Rechtfertigung der getroffenen Annahmen eingegangen werden.
2.2.1. Getroffene Vereinfachungen fu¨r die
Randbedingungsformulierung
Wa¨hrend die Verwendung der Eulergleichungen in der Akustik aufgrund angenommener isen-
troper Sto¨rungen de facto Standard ist (Rienstra und Hirschberg (2013), Schwing (2013)), ist
die Vernachla¨ssigung viskoser Effekte im Rahmen der Randbedingungsformulierung nicht
sofort ersichtlich. Im Falle gewo¨hnlicher stromauf-Effekte, beispielsweise periodischer Um-
fangsunsymmetrien durch die Schaufelreihe, la¨sst sich die erfolgreiche Anwendung lineari-
sierter Randbedingungen am einfachsten durch einen Vergleich der viskosen Kra¨fte mit den
Tra¨gheitskra¨ften erkla¨ren. Bei typischen Reynolds-Zahlen der Gro¨ßenordnung 105 bis 106 im
Triebwerksbereich ist eine reibungsfreie Betrachtung damit gerechtfertigt (Kozulovic (2007),
Greitzer (2004)). Auch stromauflaufende Verdichtungssto¨ße ko¨nnen mit den Eulergleichun-
gen beschrieben werden und stoßen nur aufgrund der Linearisierung an die Grenzen der Mo-
dellierung. Bei stromab-Effekten durch Sekunda¨rstro¨mungen 1 und stark viskosen Nachla¨ufen
hingegen la¨sst sich der eingegangene Fehler schwerer quantifizieren. Vor allem im Bereich
des Nachlaufs mit starken Gradienten und erho¨hter Turbulenz kann die Stro¨mung lokal stark
von der reibungsfreien Grundstro¨mung abweichen. Vereinzelt ist dies beispielsweise auch in
Kapitel 6 zu sehen, wo im Bereich von Nachla¨ufen unphysikalische Reflektionen auftreten
ko¨nnen und eine rein reibungsfreie Betrachtung z. T. nicht mehr gerechtfertigt erscheint.
Die zweite urspru¨nglich von Giles (1988) eingefu¨hrte und hier u¨bernommene Vereinfachung
ist die Verwendung der zweidimensionalen Eulergleichungen in der blade-to-blade Ebene
und die Vernachla¨ssigung radialer ¨Anderungen. Natu¨rlich ist die Stro¨mung in Turbomaschi-
nen dreidimensional und dem wird durch Verwindungsgesetze, wie beispielsweise in Horlock
(1966) oder Muenzberg (1972) beschrieben, auch bei einfachen reibungsfreien Auslegungen
schon seit la¨ngerem Rechnung getragen. Die Verwendung der zweidimensionalen Eulerglei-
1Nach Greitzer (2004) werden hier alle Stro¨mungspha¨nomene als Sekunda¨rstro¨mungen bezeichnet, welche
aufgrund einer ungleichma¨ßigen Geschwindigkeits- oder Dichteverteilung in der urspru¨nglichen Parallel-
stro¨mung nach der Umlenkung im Schaufelgitter eine Komponente der streamwise vorticity und der damit
verbundenen Querstro¨mung, normal zur Hauptstro¨mungsrichtung, enthalten.
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chungen la¨sst sich jedoch dadurch rechtfertigen, dass in unmittelbarer Na¨he der Schaufel-
reihen die Gradienten des Drucks in radialer Richtung um mindestens eine Gro¨ßenordnung
geringer sind als in Umfangsrichtung. Dies la¨sst sich nach Denton und Xu (1999) leicht an-
hand der gro¨ßeren Stromlinienkru¨mmung in der blade-to-blade Ebene im Vergleich zur Meri-
dionalebene erkla¨ren. Entsprechend des aus Gleichung (2.31) kommenden einfachen radialen
Gleichgewichts fu¨r Zylinderkoordinaten ist der Druckgradient zwischen Nabe und Geha¨use
damit weitaus kleiner. Da der nichtreflektierende Teil der Randbedingungen auf Basis der
linearisierten Eulergleichungen fu¨r die korrekte Bestimmung und Modellierung der Schwan-
kungsgro¨ßen zusta¨ndig ist, werden die gro¨ßten Druckschwankungen schon mit der zweidi-
mensionalen Theorie erfasst. Weiterhin ist es ein u¨bliches Verfahren, zumindest den radia-
len Druckgradienten des Umfangsmittels mit Hilfe des einfachen radialen Gleichgewichts
zu erfassen. Auf diese Weise ko¨nnen globale, dreidimensionale Effekte, die auch schon bei
der Verwendung verschiedener Drallverteilungen der unterschiedlichen Verwindungsgesetze
beru¨cksichtigt werden, mit modelliert werden.
Eine weitere Vereinfachung fu¨r die Linearisierung ist die Annahme einer verschwinden-
den, mittleren Radialgeschwindigkeit cs = 0. Dies impliziert die Ausrichtung des Netzes
an der Stro¨mung und das Zusammenfallen der Meridionalgeschwindigkeit mit der mittleren
Normalgeschwindigkeit cn. Wird diese Voraussetzung erfu¨llt, bringt diese Annahme keinen
zusa¨tzlichen Fehler in die Formulierung ein.
Die Vernachla¨ssigung der auftretenden Quellterme und damit insbesondere auch des Einflus-
ses der Flieh- und Corioliskraft hingegen bringen unabha¨ngig von der Wahl des Netzes im-
mer gewisse Fehler mit sich. Wie schon die Vernachla¨ssigung radialer ¨Anderungen ist diese
Annahme ebenfalls durch Giles motiviert und ermo¨glicht die direkte Anwendung der reinen
Randbedingungsbehandlung aus Giles (1988). Physikalisch entspricht die Vernachla¨ssigung
der Flieh- und Coriolisterme dem ¨Ubergang in ein Inertialsystem und ist damit nur fu¨r unend-
lich große Radien oder unendlich kleine Rotationsgeschwindigkeiten exakt (Spurk und Aksel
(2008)). Alle weiteren, vernachla¨ssigten Terme stehen in unmittelbarem Zusammenhang mit
der radialen Schwankungsgeschwindigkeit c˜s und treten deshalb bei der reinen, zweidimen-
sionalen Randbedingungsbehandlung nach Giles (1988) nicht in Erscheinung. In Anhang A.2
wird der Einfluss des kompletten Quellterms auf die Dispersionsrelation und die berechne-
ten Eigenwerte erstmalig quantifiziert. Die Auswirkungen auf die Randbedingungen sind nur
minimal, so dass die Vernachla¨ssigung zusa¨tzlicher Terme gerechtfertigt erscheint.
2.2.2. Linearisierte Gleichungen
Im Folgenden soll die Aufteilung des Stro¨mungszustands in eine o¨rtlich und eine zeitlich
konstante Grundstro¨mung mit einem u¨berlagerten Sto¨rungs- bzw. Schwankungszustand durch
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einen ¨Uberstrich bzw. Tilde entsprechend
q = q + q˜ (2.44)
gekennzeichnet werden. Fu¨r die Linearisierung der Gleichung (2.31) mit den zuvor geschil-
derten Annahmen wird wiederum in Anlehnung an Giles (1988) eine Darstellung mit primiti-
ven Variablen
p =

ρ
cn
cs
cu
p
 (2.45)
gewa¨hlt. Unter den getroffenen Vereinfachungen und Annahmen ergibt sich das linearisierte
System zu
∂p˜
∂t
+ a
∂p˜
∂n
+ b
∂p˜
∂u
= 0 . (2.46)
Die aus den Flussjakobischen stammenden Matrizen lauten
a =

cn ρ 0 0 0
0 cn 0 0 1
ρ
0 0 cn 0 0
0 0 0 cn 0
0 pγ 0 0 cn
 (2.47)
und
b =

cu 0 0 ρ 0
0 cu 0 0 0
0 0 cu 0 0
0 0 0 cu 1
ρ
0 0 0 pγ cu
 . (2.48)
Der Vollsta¨ndigkeit halber sind in Anhang A.2 neben der Abscha¨tzung des Einflusses der
Quellterme zusa¨tzlich noch die notwendigen Flussjakobischen und die Umrechnung zwischen
konservativen und primitiven Gro¨ßen mit angegeben.
2.3. Wellenausbreitung in Gasen
Die Erhaltungseigenschaften der Eulergleichungen sind besonders in der konservativen
Schreibweise ersichtlich. Auch bei der Beschreibung der Stro¨mung fu¨r ein beschleunigtes
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Koordinatensystem in Abschnitt 2.1 wurde deshalb darauf Wert gelegt, diese fundamentale
Eigenschaft mit erot als Erhaltungs- und der Rothalpie als Transportgro¨ße zu erhalten. Neben
dem Erhaltungscharakter spielt jedoch auch die Wellenausbreitung einiger Feldgro¨ßen fu¨r die
Beschreibung von Stro¨mungen eine wichtige Rolle und gerade diese Welleneigenschaft wird
bei den hier behandelten Randbedingungen nach Giles (1988) ausgenutzt. Neben der Randbe-
dingungsformulierung wird der Wellencharakter der Stro¨mungsgleichungen auch bei dem in
Kapitel 3 beschriebenen, numerischen Finite-Volumen-Verfahren verwendet, so dass in die-
sem Abschnitt na¨her darauf eingegangen werden soll. Denn gerade die Beru¨cksichtigung der
Ausbreitungsrichtung verschiedener Wellen des inneren Schemas gilt es in Kapitel 5 bei der
Formulierung von Giles Randbedingungen fu¨r Finite-Volumen-Verfahren zu integrieren.
Da dieser Abschnitt ausschließlich der Zusammenfassung der Physik dient, wird die karte-
sische Form der Erhaltungsgleichungen aus Gleichung (2.16) verwendet. Wie schon bei der
Linearisierung dienen die Eulergleichungen weiterhin als Basis, da der Wellencharakter direkt
mit der hyperbolischen Natur dieser Gleichungen zusammenha¨ngt. Dabei wird ausgehend von
den eindimensionalen, nichtlinearen Gleichungen als Sonderfall zuna¨chst auf die eindimen-
sionalen, linearisierten und sukzessiv darauf aufbauend auf die zweidimensionalen, lineari-
sierten Eulergleichungen eingegangen, um die Analogie der zweidimensionalen Wellen zu
den weitaus einga¨nglicheren eindimensionalen Wellen aufzuzeigen. Ohne dass dies nochmals
explizit erwa¨hnt wird, soll hier, wie auch schon bei der Linearisierung im vorherigen Ab-
schnitt, bei der ein- und zweidimensionalen Betrachtung von den vollen dreidimensionalen
Eulergleichungen mit den zusa¨tzlichen Annahmen ausgegangen werden, so dass beispiels-
weise radiale Ableitungen vernachla¨ssigt werden. Der ¨Ubersicht halber und um die zugrunde
liegende Physik hervor zu heben, wird nach Mo¨glichkeit versucht, die kompakte vektoriel-
le Schreibweise beizubehalten. Die verwendeten linearen Operatoren und Matrizen sind in
ihrer vollen Form in Anhang A.3 direkt fu¨r das angepasste Zylinderkoordinatensystem gege-
ben. Insbesondere ist die Beschreibung in diesem Abschnitt zuna¨chst noch unabha¨ngig von
der genauen Wahl der Eigenvektoren aus Anhang A.3, der sich eng an die Arbeit von Giles
(1988) ha¨lt. Ebenfalls fu¨r eine bessere Lesbarkeit wird auf die Verwendung des Index x fu¨r
kartesische Komponenten weitestgehend verzichtet.
2.3.1. Wellencharakter der eindimensionalen Eulergleichungen
Die einfachste und einga¨nglichste Form, den grundsa¨tzlichen Wellencharakter der Eulerglei-
chungen zu beschreiben, ist wohl auf Basis der eindimensionalen Eulergleichungen und einer
charakteristischen Betrachtung wie beispielsweise in Whitham (1974) oder LeVeque (1992)
ausfu¨hrlich beschrieben. Analog zur linearisierten Gleichung (2.46) lauten die nichtlinearen
Eulergleichungen in ihrer quasi-linearen Form fu¨r ein eindimensionales, kartesisches Sys-
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tem
∂p
∂t
+ a
∂p
∂x1
= 0 . (2.49)
Die aus der Flussjakobischen kommende Matrix a hat dabei dieselbe Form wie Glei-
chung (2.47) fu¨r den kartesischen Fall und kann unmittelbar u¨bernommen werden. Zwar ist
der grundsa¨tzliche Advektionscharakter in Gleichung (2.49) aufgrund der quasi-linearen Form
schon ersichtlich, allerdings handelt es sich noch immer um ein gekoppeltes System nichtli-
nearer partieller Differentialgleichungen. Durch Diagonalisierung der Matrix a
a = R1dΛ1dR
−1
1d = R1dΛ1dL1d (2.50)
kann das System in
L1d
∂p
∂t
+Λ1dL1d
∂p
∂x1
= 0 (2.51)
Λ = diag (λ1, λ2, ..., λ5) (2.52)
u¨berfu¨hrt werden. Λ soll dabei die Diagonalmatrix der reellen Eigenwerte λi der Eulerglei-
chungen bezeichnen, wa¨hrend die rechte Eigenvektormatrix die Spalteintra¨ge der zugeordne-
ten rechten Eigenvektoren R = [r1|r2|...|r5] entha¨lt. L = R−1 bezeichnet im Folgenden die
linke Eigenvektormatrix, wa¨hrend der Index 1d darauf hinweisen soll, dass das Eigenwertpro-
blem fu¨r die Matrix a gelo¨st wurde und damit nur die Wellenausbreitung in die x1-Richtung
beru¨cksichtigt wird. Werden die sogenannten Charakteristiken bzw. charakteristischen Varia-
blen entsprechend
δc1d = L1dδp (2.53)
eingefu¨hrt, lassen sich die Zustandsa¨nderungen der primitiven Variablen p fu¨r das Sys-
tem (2.51) leicht in voneinander unabha¨ngige Eigenkomponenten zerlegen und zur Verdeutli-
chung als ein System gewo¨hnlicher Differentialgleichungen entsprechend(
∂
∂t
+Λ1d
∂
∂x1
)
c1d = 0 (2.54)
schreiben. Die einzelnen Eigenwerte λi werden auch charakteristische Werte genannt, da sie
die charakteristischen Kurven dx
1
i
dt
= λi definieren (Whitfield (1984)). Auf eben diesen cha-
rakteristischen Kurven breiten sich die Zusta¨nde, welche durch konstante charakteristische
Variablen mit dc1d,i = 0 beschrieben sind, in der x1-t-Ebene mit der Geschwindigkeit λi aus.
Zumindest fu¨r die eindimensionalen Eulergleichungen lassen sich die konstanten charakteris-
tischen Variablen c1d durch Integration von Gleichung (2.53) explizit angeben und es ergeben
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sich die bekannten Riemanninvarianten
c1d,1 = R1 = s
c1d,2 = R2 = c
2
x
c1d,3 = R3 = c
3
x
c1d,4 = R4 = c
1
x +
2a
γ − 1
c1d,5 = R5 = c
1
x −
2a
γ − 1 . (2.55)
In Analogie zu Giles (1988) wird die fu¨nfte Riemanninvariante dem Eigenwert λ5 = c1x − a
zugeordnet und ist im Unterschall damit eine stromauflaufende Welle im x1-t Raum. Da die
linken Eigenvektoren li paarweise senkrecht auf den rechten Eigenvektoren ri stehen, liegen
alle mo¨glichen Kombinationen an Zusta¨nden dieser Wellen mit konstanten Riemanninvarian-
ten auf den sogenannten Integralkurven, welche durch die Tangentenvektoren des Vektorfelds
ri beschrieben sind.
Damit lassen sich im nichtlinearen Fall voneinander unabha¨ngige Wellen in Form der Rie-
manninvarianten identifizieren und deren Ausbreitung beschreiben. Da die Ausbreitungsge-
schwindigkeit bzw. die Eigenwerte vom lokalen Stro¨mungszustand abha¨ngen, sind sowohl
die Integral- als auch die charakteristischen Kurven gekru¨mmt und die einzelnen Wellen las-
sen sich nicht ohne weiteres superponieren, um ihre Interaktion zu beschreiben. Zur exakten
Lo¨sung eines eindimensionalen Anfangswertproblems auf Basis der Eulergleichungen, wie es
zum Beispiel in Riemannlo¨sern geschieht, ist darum noch immer eine iterative Lo¨sung erfor-
derlich, um einen Stro¨mungszustand aus den bekannten Riemanninvarianten zu bestimmen.
Auch kann es durch diese Nichtlinearita¨t beim Schneiden zweier charakteristischer Kurven
desselben Eigenwerts zu hier nicht beschriebenen Unstetigkeiten bzw. Sto¨ßen kommen, bei
denen die zugrundeliegende differentielle Form (2.49) ihre Gu¨ltigkeit verliert (siehe z.B. Le-
Veque (1992)).
Der Wellencharakter der Eulergleichungen la¨sst sich wesentlich einfacher und deutlicher
fu¨r den Sonderfall der linearisierten Eulergleichungen diskutieren. Dabei ist das zuvor be-
schriebene Vorgehen identisch. Allerdings vereinfachen sich die Gleichungen durch die
nun konstante Matrix a erheblich. Das Eigenwertproblem ist nicht mehr vom lokalen
Stro¨mungszustand abha¨ngig und aufgrund der konstanten Eigenwerte und Eigenvektoren sind
sowohl die Integral- als auch die charakteristischen Kurven Geraden. Unstetigkeiten ko¨nnen
nicht mehr auftreten und die charakteristischen Variablen aus Gleichung (2.53) lassen sich fu¨r
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die Wahl der Eigenvektoren aus Anhang A.3 direkt nach der Transformation zu
c˜1d,1 = p˜− a2ρ˜
c˜1d,2 = aρc˜2x
c˜1d,3 = aρc˜3x
c˜1d,4 = p˜+ aρc˜1x
c˜1d,5 = p˜− aρc˜1x (2.56)
berechnen und in dieser Reihenfolge einer Entropie-, zwei Vorticity- und zwei Drucksto¨rungen
zuordnen (Giles (1988)). Durch dieselbe Sortierung der Eigenvektoren wie Giles entspricht
die letzte Komponente der charakteristischen Gro¨ßen im subsonischen Geschwindigkeits-
bereich der stromauflaufenden Drucksto¨rung, wa¨hrend alle anderen Gro¨ßen stromablaufen.
Die beno¨tigten Eigenwerte, Eigenvektoren und Transformationsmatrizen sind in Anhang A.3
ausformuliert und zusammengefasst. Mit Blick auf den Wellencharakter reicht es an dieser
Stelle anzumerken, dass die charakteristischen Variablen der linearisierten Eulergleichungen
entsprechend Gleichung (2.53) direkt durch eine lineare Transformation mit der linken Ei-
genvektormatrix L1d aus den primitiven Gro¨ßen bestimmt werden ko¨nnen. Weiterhin la¨sst
sich ein beliebiger Stro¨mungszustand leicht aus der Superposition der einzelnen Wellen be-
ziehungsweise charakteristischen Variablen und anschließender Ru¨cktransformation auf die
primitiven Gro¨ßen ermitteln. Anders als bei den nichtlinearen Riemanninvarianten sind die
charakteristischen Geraden unmittelbar durch die konstanten Eigenwerte λi gegeben und die
Advektion der Charakteristiken entlang dieser la¨sst sich als
c˜1d,i
(
x11, t1
)
= c˜1d,i
(
x11 − λi (t1 − t0) , t0
) (2.57)
angeben. Die anschließende Ru¨cktransformation auf die primitiven Gro¨ßen besteht wiederum
einzig aus der linearen Transformation
p˜
(
x11, t1
)
= R1dc˜1d
(
x11, t1
)
. (2.58)
Da die linearisierte Betrachtung Grundlage der Randbedingungen von Giles sind und um ei-
ne Abgrenzung zu ermo¨glichen, beziehen sich im Folgenden die auf den charakteristischen
Kurven konstanten, charakteristischen Variablen oder Charakteristiken c1d,i immer auf den li-
nearisierten, eindimensionalen Fall. Im Falle der nichtlinearen Eulergleichungen werden die
Riemanninvarianten Ri verwendet.
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2.3.2. Wellencharakter der zweidimensionalen linearisierten
Eulergleichungen
Die linearisierten, zweidimensionalen Eulergleichungen in kartesischen Koordinaten und mit
primitiven Variablen lassen sich analog zu Gleichung (2.46) als
∂p˜
∂t
+ a
∂p˜
∂x1
+ b
∂p˜
∂x2
= 0 (2.59)
schreiben. Werden die eindimensionalen Charakteristiken bezu¨glich der x1-Koordinate aus
den Gleichungen (2.53) und (2.56) in analoger Weise eingefu¨hrt, ergibt sich das System(
∂
∂t
+Λ1d
∂
∂x1
+L1dbR1d
∂
∂x2
)
c1d = 0 . (2.60)
DaL1dbR1d keine Diagonalmatrix ist, vereinfacht sich Gleichung (2.60) nur im schon bespro-
chenen eindimensionalen Fall zu gewo¨hnlichen Differentialgleichungen, die fu¨r jede Charak-
teristik unabha¨ngig gelo¨st werden ko¨nnen. Eine Ausformulierung von Gleichung (2.60) noch
fu¨r den allgemeineren, nichtlinearen Fall liefert die Kompatibilita¨tsgleichungen und ist bei-
spielsweise in Nicoud (1998) oder Hirsch (1990) zu finden.
Um das Verhalten der Lo¨sung fu¨r das zweidimensionale System (2.59) in a¨hnlicher Weise wie
zuvor durch voneinander entkoppelte Gro¨ßen betrachten zu ko¨nnen, muss die Diagonalisie-
rung fu¨r einen der Differentialoperatoren(
a
∂
∂x1
+ b
∂
∂x2
)
,
(
a−1
∂
∂t
+ a−1b
∂
∂x2
)
,
(
b−1
∂
∂t
+ b−1a
∂
∂x1
)
stattfinden. Dies wa¨re zum Beispiel numerisch mit einer Diskretisierung der ra¨umlichen Ab-
leitungen mo¨glich. Hier wird dem Vorgehen von Giles (1988) gefolgt, welches die Stro¨mung
in der x2-Richtung Fourier zerlegt
p˜ =
∞∑
−∞
pˆejlx
2 (2.61)
und die unterschiedlichen Umfangsmoden aufgrund der linearen Natur getrennt voneinan-
der betrachtet. Der Vorteil hierbei ist, dass Ableitungen in x2-Richtung im Fourierbereich
zu einfachen Multiplikationen werden. Diese ko¨nnen anschließend durch einfache Algebra
beru¨cksichtigt werden. Werden zur Lo¨sung der linearen Gleichung (2.59) Ansa¨tze der Art
pˆ = rej(ωt+kx
1) (2.62)
verwendet, ergibt sich die Dispersionsrelation(
kI + ωa−1 + la−1b
)
r = 0 . (2.63)
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Dieses Eigenwertproblem fu¨r die Eigenwerte λ = −k liefert letztendlich einen Zusammen-
hang zwischen der Frequenz ω und den Axial- sowie Umfangswellenzahlen k und l, so dass
die linearisierten Eulergleichungen eingehalten werden. Mit Blick auf die stationa¨re Randbe-
dingungsbehandlung fu¨r Turbomaschinen, bei der in Umfangsrichtung Periodizita¨t herrscht
und die Frequenz ω = 0 bekannt ist, werden in Gleichung (2.63) die mo¨glichen axialen
Wellenzahlen k in Abha¨ngigkeit von ω und l bestimmt. Die zur Matrix (ωa−1 + la−1b) bzw.(
a−1 ∂
∂t
+ a−1b ∂
∂x2
)
geho¨rigen rechten und linken Eigenvektormatrizen werden wie zuvor mit
R und L bezeichnet und ko¨nnen in ihrer vollen Form zusammen mit den zugeho¨rigen Eigen-
werten Λ direkt aus Giles (1988) oder Anhang A.3 entnommen werden. Mit den bekannten
Eigenvektoren la¨sst sich der Stro¨mungszustand pˆ (x1) durch die Superposition der, den rech-
ten Eigenvektoren r zugeordneten, Elementarwellen als
pˆ
(
x1
)
=
∑
i
cˆiri (2.64)
ausdru¨cken. Die Zuordnung der fu¨nf Elementarwellen der linearisierten Eulergleichungen zu
den schon beschriebenen Vorticity-, Entropie- und Drucksto¨rungen kann direkt anhand der
Eintra¨ge der rechten Eigenvektoren aus Anhang A.3 geschehen. Die einzelnen Modalvaria-
blen cˆi entsprechen im Eindimensionalen den charakteristischen Variablen.
Da die Eigenvektoren nun eine Funktion von ω und l sind, ist es mo¨glich, die urspru¨ngliche
Gleichung (2.59) durch Ersetzen von(
ωa−1 + la−1b
)
= RΛL (2.65)
in (
∂
∂x1
+ jΛx
)
Lpˆ = 0 (2.66)
fu¨r eine feste Frequenz und Umfangsmode zu u¨berfu¨hren. Zwar erlaubt Gleichung (2.66) nicht
unmittelbar eine Definition von charakteristischen Geraden oder Fla¨chen, allerdings ist es wie
zuvor mo¨glich, fu¨r jede der Moden
cˆ = Lpˆ (2.67)
das Verhalten in x1 unabha¨ngig voneinander zu bestimmen. Insbesondere ist es anhand der
Eigenwerte wiederum mo¨glich, die einzelnen Moden anhand der Gruppengeschwindigkeit in
rechts- und linkslaufende Wellen zu unterteilen. Bei derselben Wahl von Eigenvektoren wie
in Giles (1988) kann den einzelnen Wellen weiterhin eine direkte physikalische Bedeutung
in Form einer Entropie-, Vorticity- und Druck-Mode zugeordnet werden. Um den ¨Uberblick
u¨ber den prinzipiellen Charakter der Wellenausbreitung an dieser Stelle nicht durch die Aus-
formulierung aller Matrizen und Vektoren zu verschleiern, wird auf die physikalische Inter-
pretation zusammen mit den ausformulierten Eigenwerten und Eigenvektoren in Anhang A.3
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genauer eingegangen. Weiterhin wird in Anhang A.3 anhand der ausformulierten Matrizen
gezeigt, dass die zweidimensionale modale Betrachtung fu¨r den eindimensionalen Fall mit
l = ∂
∂x2
= 0 direkt die charakteristischen Variablen nach Gleichung (2.56) liefert, so dass
die eindimensionale Advektion dieser durch die zweidimensionale Form in Gleichung (2.66)
automatisch mit abgedeckt ist.
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Da die Navier-Stokes Gleichungen eine analytische Lo¨sung nur fu¨r einige wenige Sonderfa¨lle
erlauben, mu¨ssen die meisten technisch relevanten Stro¨mungen mit numerischen Verfahren
gelo¨st werden. Dieses Kapitel dient der Beschreibung des hier verwendeten numerischen Ver-
fahrens zur Lo¨sung der Navier-Stokes Gleichungen, um sowohl die in Kapitel 5 beschriebe-
nen Anpassungen der Randbedingungen von Giles als auch die numerischen Simulationen
aus Kapitel 7 besser einordnen zu ko¨nnen.
Die Implementierung erfolgte in dem Stro¨mungslo¨ser TRACE (Turbomachinery Research
Aerodynamic Computational Environment), der vom Institut fu¨r Antriebstechnik des DLR
in Zusammenarbeit mit der MTU Aero Engines entwickelt wird. Der Lo¨ser TRACE dient
der Untersuchung von stationa¨ren und instationa¨ren, reibungsbehafteten, dreidimensionalen
Turbomaschinenstro¨mungen und ist ein zell-zentrierter approximativer Riemannlo¨ser. Da er
unter anderem vom Industriepartner MTU Aero Engines und mehreren Universita¨ten genutzt
wird, ist TRACE fu¨r eine Vielzahl von Testfa¨llen validiert worden (siehe z.B. Gier und Ar-
dey (2001), Ku¨geler et al. (2001), Hummel (2002) und Kunte et al. (2013)). Auch die hier
diskutierten Anpassungen der Randbedingungen wurden mit Hilfe der MTU anhand realer
Geometrien auf ihre industrielle Tauglichkeit validiert.
Obwohl in TRACE verschiedene numerische Modelle (Limiter, zeitliche Diskretisierung, Tur-
bulenzmodellierung) implementiert sind, beschra¨nkt sich die Beschreibung der numerischen
Verfahren an dieser Stelle auf die in den Simulationen verwendeten Ansa¨tze und den wich-
tigsten Aspekten fu¨r die Implementierung der angepassten stationa¨ren Randbedingungen. So
werden beispielsweise die Schließung und Modellierung der Turbulenz oder die verschie-
denen Zeitintegrationsverfahren nur grob zusammengefasst und auf die entsprechende Lite-
ratur verwiesen. Andererseits wird ausfu¨hrlich auf die Diskretisierung der Eulerflu¨sse und
die Beru¨cksichtigung der Wellenausbreitung eingegangen, da diese in Kapitel 5 bei der For-
mulierung der Randbedingungen fu¨r Finite-Volumen-Verfahren konsistent integriert werden
mu¨ssen. Tiefergehende Beschreibungen zu TRACE sind in den Arbeiten von Engel (1997),
Eulitz (2000), Nu¨rnberger (2004) und Ku¨geler (2004) zu finden.
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3.1. Dimensionslose RANS Gleichungen
Die Grundlage des Stro¨mungslo¨sers ist die Eulersche Form der Navier-Stokes Gleichungen
aus Kapitel 2.1 mit den dort getroffenen Annahmen. Da die Diskretisierung des Simulations-
gebiets an die Kontur angepasst wird, kommt die spezielle Form aus Gleichung (2.26) fu¨r
krummlinige Koordinaten zur Anwendung.
Bei großen Reynolds-Zahlen, wie sie in Turbomaschinen in der Regel vorzufinden
sind, kommt es zu stochastischen Geschwindigkeitsschwankungen, die der Hauptstro¨mung
u¨berlagert sind und es bildet sich eine turbulente Stro¨mung aus (Schlichting und Gersten
(2006)). Sollen alle ra¨umlichen und zeitlichen Skalen dieser turbulenten Schwankungen auf-
gelo¨st werden, fu¨hrt dies zu einer nicht mehr praktikablen Diskretisierung. Zur Modellie-
rung der Turbulenz wird daher ein statistisches Vorgehen gewa¨hlt, bei dem die Stro¨mung in
ein Favre-Mittel sowie eine stochastischen Schwankung zerlegt wird. Wird diese Zerlegung
der Stro¨mung in die urspru¨nglichen Navier-Stokes Gleichungen eingesetzt, ergeben sich die
Reynolds-gemittelten Navier-Stokes Gleichungen (RANS bzw. URANS). Durch den nichtli-
nearen Charakter der Erhaltungsgleichungen bleiben dabei jedoch Korrelationsterme u¨brig.
Wa¨hrend Terme fu¨r die molekulare Diffusion und den turbulenten Transport der turbulent ki-
netischen Energie vernachla¨ssigt werden ko¨nnen (Wilcox (1993)), mu¨ssen der sogenannten
Reynolds Spannungstensor
τT,ij ≡ −ρc′′i c′′j (3.1)
und der turbulente Wa¨rmetransport
qT,i ≡ ρc′′i h′′ (3.2)
beru¨cksichtigt werden. Der Index ′′ kennzeichnet dabei Schwankungsgro¨ßen bezu¨glich des
Favre-Mittels. Fu¨r diese zusa¨tzlich auftretenden Terme steht zuna¨chst keine Bestimmungs-
gleichung zur Verfu¨gung. Stattdessen ko¨nnen verschiedene Turbulenzmodelle zur Schließung
verwendet werden. Im Falle der Wirbelviskosita¨tsmodelle wird versucht, die stochastischen
Schwankungen des Reynolds Spannungstensors durch die Annahme einer isotropen Turbu-
lenz und dem Boussinesq Ansatz auf eine skalare Gro¨ße und die Gradienten der gemittelten
Stro¨mung zuru¨ckzufu¨hren. Die nun verminderte Zahl an Reynoldsspannungen wird dabei mit
Hilfe einer turbulenten Scheinviskosita¨t µT entsprechend
τ T = µT
(
∇c+ (∇c)T − 2
3
(∇ · c) I
)
(3.3)
beschrieben. Durch diese Analogie zum viskosen Schubspannungstensor τ aus Glei-
chung (2.12) ist es mo¨glich, die bisherige Form der Erhaltungsgleichung unter Verwendung
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der effektiven Viskosita¨t
µeff = µl + µT (3.4)
beizubehalten. Der turbulente Wa¨rmestrom wird ebenfalls in Analogie zum laminaren Fall
proportional dem mittleren Temperaturgradient
qT = −
cp
PrT
µT∇T (3.5)
gesetzt. Fu¨r die turbulente Prandtl-Zahl von Luft wird dabei ein konstanter Wert von 0.9 an-
genommen. Die Bestimmung der beno¨tigten turbulenten Viskosita¨t kann bei dem hier ver-
wendeten Zweigleichungs-k-ω-Modell nach Wilcox (1988) durch Lo¨sen zweier zusa¨tzlicher
Differentialgleichungen fu¨r die Produktion und Dissipation der turbulent kinetischen Energie
bestimmt werden. Einen guten ¨Uberblick u¨ber die Turbulenzmodellierung ist zum Beispiel in
Ferziger und Peric (2002) oder Wilcox (1993) zu finden. Die Mittelung fu¨r die Energieglei-
chung im rotierenden System ist in Brouilett (2000) beschrieben und die in TRACE verwen-
deten Anpassungen des urspru¨nglichen k-ω-Modells sind in Kozulovic et al. (2004) sowie
Kozulovic und Ro¨ber (2006) zu finden.
Weiterhin werden die Reynolds-gemittelten Navier-Stokes Gleichungen fu¨r die numeri-
sche Lo¨sung in ihrer dimensionslosen Form geschrieben. Dadurch ist es mo¨glich, diesel-
be Gro¨ßenordnung fu¨r alle Stro¨mungsgro¨ßen zu erreichen und gleichzeitig charakteristi-
sche Kennzahlen wie die Reynolds- oder Prandtl-Zahl unabha¨ngig voneinander zu variieren.
Werden die dimensionslosen Gro¨ßen in die Reynolds-gemittelten Navier-Stokes Gleichun-
gen (2.26) eingesetzt, ergibt sich, wie beispielsweise in Tannehill et al. (1997) beschrieben,
die Form
√
g
∂q∗x
∂t
+
∂f ∗i
∂ξi
=
1
Re
∂h∗i
∂ξi
+
√
gs∗x . (3.6)
Dabei bezeichnet Re die Reynolds-Zahl und ∗ kennzeichnet Vektoren, die mit dimensionslo-
sen Gro¨ßen gebildet werden. Die viskosen Flu¨sse werden mit der effektiven Viskosita¨t µeff
entsprechend Gleichung (2.28) sowie (2.20) bis (2.25) gebildet. Der ¨Ubersicht halber wird im
Folgenden auf die Kennzeichnung dimensionsloser Gro¨ßen verzichtet.
3.2. Finite-Volumen-Verfahren
Um die Konservativita¨t der Erhaltungsgleichungen auch im numerischen Schema zu erhal-
ten, kommt in TRACE ein Finite-Volumen-Verfahren zum Einsatz. Die u¨bliche Beschrei-
bung der Finiten-Volumen-Methode, wie z.B. in Ferziger und Peric (2002), geht dabei von
der integralen Darstellung der Erhaltungsgleichungen aus und betrachtet den grundsa¨tzlichen
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makroskopischen Erhaltungscharakter. Dieser besagt, dass die zeitliche Ableitung des Inte-
granden der Erhaltungsgro¨ßen u¨ber ein beliebiges Volumen nur von den Flu¨ssen u¨ber die
Berandung abha¨ngt und die genaue Verteilung der Stro¨mungsgro¨ßen innerhalb des Volumens
dabei zuna¨chst nebensa¨chlich ist. Dabei kommt der korrekten Rekonstruktion der Flu¨sse eine
zentrale Rolle zu, so dass diese im Folgenden ausfu¨hrlicher zusammengefasst wird.
3.2.1. Diskretisierte Erhaltungsgleichungen
b
ξ1 = konstξ2 = konst
ξ3 = konst
g1
g2
g3
(I, J,K) f
↓,i
(I− 12 ,J,K)
f
↓,i
(I+ 12 ,J,K)
f
↓,i
(I,J− 12 ,K)
f
↓,i
(I,J+ 12 ,K)
f
↓,i
(I,J,K− 12)
f
↓,i
(I,J,K+ 12)
Abb. 3.1.: Finites Volumen und numerische Flu¨sse fu¨r ein zell-zentriertes Netz
Die Beschreibung der diskretisierten Erhaltungsgleichungen soll sich hier, wegen des ver-
wendeten Lo¨sers TRACE, einzig auf zell-zentrierte Finite-Volumen-Verfahren beschra¨nken.
Dabei ergibt sich durch die Diskretisierung des Rechengebiets in ein konturangepasstes Re-
chennetz zwangsla¨ufig eine Einteilung in einzelne Zellen, die als Kontrollvolumen aufgefasst
werden.
Entsprechend Abb. 3.1 werden die konservativen Stro¨mungsgro¨ßen fu¨r eine zell-zentrierte
Diskretisierung im Zellzentrum gespeichert, wa¨hrend die Flu¨sse auf der Berandung des Volu-
mens ausgewertet werden mu¨ssen. Fu¨r Gleichung (3.6) ergibt sich damit, fu¨r das Volumen an
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der Stelle (I, J,K), die diskrete Form
√
g(I,J,K)
∂qx,(I,J,K)
∂t
+
3∑
i=1
(
f
↓,i
(I,J,K)[+ 12 ]
− f ↓,i
(I,J,K)[− 12 ]
)
+
1
Re
3∑
i=1
(
hi
(I,J,K)[+ 12 ]
− hi
(I,J,K)[− 12 ]
)
=
√
g(I,J,K)sx . (3.7)
Fu¨r das Rechennetz in konturangepassten Koordinaten wird ein strukturiertes Netz aus He-
xaedern mit a¨quidistanter Maschenweite von ∆ξi = 1 gewa¨hlt. Dies erleichtert zum einen
die Differenzenbildung und zum anderen die physikalische Interpretation, da das spezifi-
sche Volumenmaß direkt mit dem Volumen und die Metrikterme ∂ξi
∂xj
mit den Komponenten
des Fla¨chennormalenvektors auf konstanten I-Ebenen u¨bereinstimmen. So kann die Finite-
Volumen-Methode nach Hirsch (1988) auch als Finite Differenzen-Methode, angewandt auf
die konservative konturangepasste Formulierung (3.6), aufgefasst werden. ¨Ahnlich wie in Le-
Veque (1992) soll ↓ darauf hinweisen, dass es sich um einen numerischen Fluss handelt, der
mit rekonstruierten Erhaltungsgro¨ßen an den Zellra¨ndern gebildet wird. Um eine kompak-
te Schreibweise zu ermo¨glichen, wurde der Indexoperator (I, J,K)
[±1
2
]
aus Volmar (1998)
u¨bernommen, um den Summand ±1
2
zyklisch den Indizes I , J oder K zuzuordnen. Wie in
Abb. 3.1 dargestellt, werden die Flu¨sse damit auf den Zellwa¨nden der entsprechenden Raum-
richtung ausgewertet.
3.2.2. Numerische Flussdiskretisierung
Eins der zentralen Probleme bei der zeitlichen Integration von Gleichung (3.7) ist die
Konstruktion der numerischen Flu¨sse f ↓,i auf den Zellwa¨nden bei (I, J,K)
[±1
2
]
. Da die
Stro¨mungsgro¨ßen im Zellinneren gespeichert sind, ist eine solche Rekonstruktion nicht ein-
deutig. Gleichzeitig hat die Wahl der Rekonstruktion vor allem bei den Eulerflu¨ssen einen
erheblichen Einfluss auf die Stabilita¨t des Verfahrens und die Lo¨sungsqualita¨t. Als typisches
Beispiel wird ha¨ufig die instabile Rekonstruktion der Flu¨sse mit Hilfe eines arithmetischen
Mittels
f
↓,i
(I,J,K)[+ 12 ]
=
1
2
f i
(
q(I,J,K)
)
+
1
2
f i
(
q(I,J,K)[+1]
)
verwendet und stattdessen das sogenannte upwinding auf Basis der Informationsausbreitung
einer eindimensionalen, linearen Advektionsgleichung motiviert (siehe z.B. LeVeque (1992)
oder Hirsch (1990)). Da die charakteristische Variable c1d im skalaren Fall der Erhaltungs-
gro¨ße q entspricht, sind, analog zu den Gleichungen (2.54) und (2.58), sowohl die Ausbrei-
tungsrichtung als auch der Stro¨mungszustand auf der Zellwand bei (I, J,K)
[
+1
2
]
bekannt.
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Der Fluss kann je nach Ausbreitungsrichtung direkt aus der Flussjakobischen λ entspre-
chend
f
↓,i
(I,J,K)[+ 12 ]
=
λ q(I,J,K) ; λ > 0λ q(I,J,K)[+1] ; λ < 0
gebildet werden. Die ¨Ubertragung auf ein Finite-Volumen-Verfahren mit einem hyperboli-
schen System von Gleichungen unter Beru¨cksichtigung der unterschiedlichen Wellen, Aus-
breitungsrichtungen und Geschwindigkeiten wird im Folgenden durch die Methode von Go-
dunov (1959) beschrieben. Darauf aufbauend wird anschließend kurz der von TRACE ver-
wendete linearisierte Riemannlo¨ser nach Roe (1981) und die MUSCL Extrapolation fu¨r ein
Verfahren zweiter Ordnung skizziert.
Die Rekonstruktion der Flu¨sse unter Beru¨cksichtigung der Wellenausbreitung muss auch bei
der Anwendung von Giles’ (1988) Randbedingungen beachtet werden. Aus diesem Grund
wird die verwendete Flussdiskretisierung hier verha¨ltnisma¨ßig ausfu¨hrlich zusammengefasst.
Nichtsdestotrotz kann an dieser Stelle nur ein ¨Uberblick gegeben werden und es sei auf die
angegebene Literatur verwiesen. Insbesondere in LeVeque (1992) und Blazek (2001) ist ei-
ne ausfu¨hrliche Beschreibung der Verfahren zu finden, an der sich auch die hier dargestellte
Zusammenfassung orientiert. Des Weiteren ist in Ku¨geler (2004) eine Zusammenfassung der
beno¨tigten Matrizen, wie sie auch in TRACE verwendet werden, zu finden.
3.2.2.1. Godunov Verfahren
Obwohl urspru¨nglich fu¨r die nichtlinearen Eulergleichungen eingefu¨hrt, soll das Verfahren
von Godunov (1959) hier fu¨r ein eindimensionales, lineares System zusammengefasst werden.
Wie schon in Kapitel 2.3.1 gezeigt, vereinfacht die Mo¨glichkeit der linearen Superposition
verschiedener Wellen die Beschreibung erheblich, ohne dabei den grundsa¨chlichen upwind-
Charakter im Sinne einer Wellenausbreitung zu vera¨ndern. Natu¨rlich erfordert ein nichtli-
neares System mit mo¨glichen Verdichtungssto¨ßen und Expansionswellen ein komplizierteres
Vorgehen bei der Rekonstruktion der Stro¨mungsgro¨ßen. Dies steht hier jedoch nicht im Mittel-
punkt und wird beispielsweise in LeVeque (1992) ausfu¨hrlich diskutiert. Das zugeho¨rige Sys-
tem der linearisierten Eulergleichungen fu¨r konservative Erhaltungsgro¨ßen q lautet in Analo-
gie zu Gleichung (2.49)
∂q
∂t
+A
∂q
∂ξ1
= 0 . (3.8)
A ist hierbei die Flussjakobische ∂f
∂q
und vergleichbar mit a aus Gleichung (2.47) fu¨r das li-
nearisierte System (2.46) mit primitiven Variablen. Zur Bestimmung eines physikalisch sinn-
vollen Stro¨mungszustandes auf der Zellwand q↓
(I,J,K)[+ 12 ]
zum Zeitpunkt t > tn geht Godunov
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I − 1 I I + 1
I + 1
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I − 1
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qnI−1
qnI
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Abb. 3.2.: Schematische Darstellung des Verfahrens nach Godunov. Die Riemannprobleme
sind durch die charakteristische Struktur verdeutlicht
zuna¨chst von konstanten Stro¨mungsgro¨ßen innerhalb einer Zelle zum vorherigen Zeitpunkt
tn aus. An den Zellwa¨nden gibt es damit entsprechende Diskontinuita¨ten, wie sie beispiel-
haft in Abb. 3.2 gezeigt sind. Durch Lo¨sen dieses Anfangswertproblems kann die zeitliche
Entwicklung des Stro¨mungszustands auf der Zellwand exakt rekonstruiert werden. Ein sol-
ches Anfangswertproblem mit zwei stu¨ckweise konstanten Anfangsbedingungen wird auch
Riemannproblem genannt und kann entsprechend des Vorgehens aus Kapitel 2.3.1 durch die
Zerlegung in voneinander unabha¨ngigen Wellen gelo¨st werden. Besonders einfach ist dies fu¨r
den hier betrachteten linearisierten Fall, bei dem der Stro¨mungszustand aus den advektierten
charakteristischen Variablen entsprechend
q
↓
(I,J,K)[+ 12 ]
=
N∑
i=1
ri c1d,i,(I,J,K) +
5∑
i=N+1
ri c1d,i,(I,J,K)[+1] (3.9)
zusammengesetzt werden kann. Die einzelnen Wellen wurden anhand des Vorzeichens der
sortierten Eigenwerte in N rechtslaufende und 5−N linkslaufende Wellen aufgespalten und
die Anfangswerte der zugeho¨rigen charakteristischen Variablen aus den entsprechenden Ge-
bieten links (I, J,K) und rechts (I, J,K) [+1] der Zellwand entnommen. Dies setzt natu¨rlich
voraus, dass sich die charakteristischen Kurven benachbarter Zellwa¨nde bei (I, J,K)
[±1
2
]
nicht schneiden und interagieren. Werden die Eigenvektormatrizen fu¨r das System (3.8) wie-
derum mit R1d und L1d bezeichnet, la¨sst sich Gleichung (3.9) analog zur Rekonstruktion
aus (2.58) kompakter als
q
↓
(I,J,K)[+ 12 ]
= RP+Lq(I,J,K) +RP
−Lq(I,J,K)[+1] (3.10)
schreiben. P± bezeichnet dabei die Projektionsmatrix, welche den Vektor der charakteristi-
schen Variablen auf die rechts- bzw. linkslaufenden Charakteristiken abbildet. Fu¨r die rechts-
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laufenden Charakteristiken ist dies eine Diagonalmatrix mit Eintra¨gen 1 fu¨r Eigenwerte mit
λi > 0
P+ = diag
(
max
[
0,
λi
|λi|
])
. (3.11)
Gleichung (3.10) la¨sst sich mit dem Sprung der konservativen Variablen u¨ber die Diskonti-
nuita¨t ∆q(I,J,K)[+ 12 ] alternativ als
q
↓
(I,J,K)[+ 12 ]
= q(I,J,K) +RP
−L∆q(I,J,K)[+ 12 ]
(3.12)
= q(I,J,K)[+1] −RP+L∆q(I,J,K)[+ 12 ] (3.13)
ausdru¨cken. Das Ziel in Godunovs Verfahren ist letztendlich die Bestimmung der numeri-
schen Flu¨sse fu¨r das Finite-Volumen-Verfahren. Im linearen Fall sind die beno¨tigten Flu¨sse
f
↓,i
(I,J,K)[+ 12 ]
direkt durch
f
↓,i
(I,J,K)[+ 12 ]
= f
(
q
↓
(I,J,K)[+ 12 ]
)
(3.14)
= Aq↓
(I,J,K)[+ 12 ]
(3.15)
= Aq(I,J,K) +A
−∆q(I,J,K)[+ 12 ]
(3.16)
= Aq(I,J,K)[+1] −A+∆q(I,J,K)[+ 12 ] (3.17)
darstellbar. Um bei der in der Literatur u¨blichen Notation der Flussjakobischen A zu verblei-
ben, wurden dabei Terme der Art R1dΛ1dP+L1d zu A+ zusammengefasst.
Das linearisierte Pendant der numerischen Flu¨sse fu¨r das sogenannte Flux-difference-splitting
nach Roe (1981) kann durch Mittelung der beiden Gleichungen (3.16) und (3.17) zu
f
↓,i
(I,J,K)[+ 12 ]
=
1
2
[
Aq(I,J,K) +Aq(I,J,K)[+1]
]− 1
2
|A|∆q(I,J,K)[+ 12 ] (3.18)
=
1
2
[
f
(
q(I,J,K)
)
+ f
(
q(I,J,K)[+1]
)]− 1
2
|A|∆q(I,J,K)[+ 12 ] (3.19)
gebildet werden. Diese Form des Flusses kann als einfaches Mittel, zusammen mit einem Kor-
rekturterm zur Stabilisierung, betrachtet werden und wird im Folgenden vom approximativen
Riemannlo¨ser nach Roe fu¨r die nichtlinearen Gleichungen verwendet.
3.2.2.2. Approximativer Riemannlo¨ser nach Roe (1981)
Fu¨r den nichtlinearen Fall ist das exakte Lo¨sen des Riemannproblems zur Konstruktion von
q
↓
(I,J,K)[+ 12 ]
sehr aufwendig. Zudem wird der Stro¨mungszustand zellweise gemittelt, so dass
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viele der Informationen aus der Lo¨sung des Riemannproblems verloren gehen und nicht wei-
ter verwendet werden ko¨nnen. Da effektiv nur der Stro¨mungszustand auf der Zellwand fu¨r die
Konstruktion des Flusses beno¨tigt wird, wird eine approximative Berechnung der Lo¨sung des
Riemannproblems nach Roe (1981) verwendet. Analog zu Gleichung (3.12) und (3.13) ist der
zu bestimmende Zustand q↓
(I,J,K)[+ 12 ]
auch beim nichtlinearen Riemannproblem im Schnitt-
punkt der durch die benachbarten Stro¨mungszusta¨nde laufenden Integralkurven zu finden.
Wa¨hrend im linearen Fall die einzelnen charakteristischen ¨Anderungen wegen der konstanten
Eigenvektoren, wie beispielsweise in Gleichung (3.12), leicht superponiert werden ko¨nnen, ist
die Bestimmung im Nichtlinearen mit gro¨ßerem numerischen Aufwand verbunden und muss
iterativ vorgenommen werden (siehe z.B. Toro (1999)). Bei Roes linearisierten Riemannlo¨sern
wird dafu¨r ein mittlerer Roe-Zustand ermittelt, fu¨r welchen die lineare Superposition der zu-
geho¨rigen Elementarwellen in den meisten Fa¨llen denselben Zustand q↓
(I,J,K)[+ 12 ]
wie die ex-
akte nichtlineare Lo¨sung liefert. Letztendlich fu¨hrt diese Linearisierung auf den numerischen
Fluss in der Art von Gleichung (3.18)
f
↓,i
(I,J,K)[+ 12 ]
=
1
2
[
f
(
q(I,J,K)
)
+ f
(
q(I,J,K)[+1]
)]− 1
2
|A|Roe∆q(I,J,K)[+ 12 ] . (3.20)
Der Index Roe soll dabei darauf hinweisen, dass bei der Konstruktion der Matrix A
der gemittelte Roe-Zustand verwendet wurde. Die genaue Form der Matrizen und auch
der Roe-Mittelung ist beispielsweise in Ku¨geler (2004) zusammengefasst. Der Term
1
2
|A|Roe∆q(I,J,K)[+ 12 ] kann als stabilisierende numerische Diffusion zur zentralen Diskre-
tisierung aufgefasst werden. Da die Eigenwerte der Roe-Matrix beispielsweise in schallnahen
Gebieten gegen Null gehen, ist damit auch keine numerische Diffusion vorhanden. Es kann zu
unphysikalischen Lo¨sungen mit Verdu¨nnungssto¨ßen kommen. Um dies zu vermeiden, werden
durch eine Entropiekorrektur nach Harten (1983) die Eigenwerte der Roe-Matrix modifiziert
und so eine ausreichende numerische Da¨mpfung des Schemas gewa¨hrleistet.
3.2.2.3. Ho¨here Ordnung mit MUSCL-Ansatz
Godunovs urspru¨ngliche Methode geht von konstanten mittleren Stro¨mungszusta¨nden in
den Zellen aus und erreicht damit eine Genauigkeit der Ortsdiskretisierung erster Ordnung.
Um weniger dissipative Verfahren ho¨herer Ordnungen zu erlauben, kommt in TRACE das
MUSCL Verfahren nach van Leer (1973, 1974, 1977a,b, 1979) zum Einsatz. Effektiv wird
hierbei in einem vorgeschalteten Schritt, noch vor dem approximativen Lo¨sen des Rie-
mannproblems, die Verteilung der Stro¨mungsgro¨ßen innerhalb der Zelle durch einen linea-
ren Ansatz rekonstruiert. Anschließend ko¨nnen die rekonstruierten links- und rechtsseitigen
Stro¨mungsgro¨ßen an einer Zellwand wie zuvor verwendet werden, um das Riemannproblem
zu lo¨sen. Auf diese Weise ko¨nnen glatte Lo¨sungen zwar genauer dargestellt werden, allerdings
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treten durch die dispersive Eigenschaft der Diskretisierung im Falle von Diskontinuita¨ten Os-
zillationen auf. Diese ko¨nnen durch eine lokale Verminderung der Ordnung im Bereich großer
Gradienten durch sogenannte Limiter vermieden werden (Hirsch (1990)). Insbesondere weist
der hier verwendete abgewandelte Limiter von van Albada et al. (1982) die sogenannte TVD-
Eigenschaft (Total-Variation-Dimishing) auf, wodurch die Entstehung neuer Extrema bei der
Rekonstruktion vermieden wird.
3.3. Randbedingungsbehandlung
Ein zentraler Aspekt dieser Arbeit ist die Anwendung von Giles’ zweidimensionalen, cha-
rakteristischen Ein- und Austrittsrandbedingungen auf ein zell-zentriertes Finite-Volumen-
Verfahren. Aus diesem Grund soll an dieser Stelle kurz das allgemeine Vorgehen fu¨r die Be-
handlung der Randbedingungen in TRACE vorgestellt werden, ohne tiefer auf die genaue
physikalische Berechnung der exakten Werte einzugehen. Fu¨r die Ein- und Austrittsra¨nder
erfolgt dies im Rahmen der Literaturzusammenfassung in Kapitel 4, in dem die verwendeten
Randbedingungen von Giles auf Basis der schon beschriebenen Physik aus Kapitel 2.3 na¨her
beschrieben werden.
3.3.1. Geisterzellen
In dieser Arbeit wurde das strukturierte, nichtlineare Stro¨mungslo¨sermodul von TRACE ver-
wendet. Wie bereits angedeutet, handelt es sich dabei um ein zell-zentriertes Finite-Volumen-
Verfahren, bei dem das Netz zur Parallelisierung in mehrere Blo¨cke eingeteilt wird. Zum
Austausch von Informationen zwischen benachbarten Netzblo¨cken sowie zur einfachen Im-
plementierung von Randbedingungen kommen dabei sogenannte Geisterzellen zum Einsatz
(Blazek (2001)). Diese bilden eine Erweiterung des abgebildeten Simulationsgebiets durch
zwei zusa¨tzliche fiktive finite Volumen. Der wesentliche Vorteil bei diesem Vorgehen ist, dass
es mo¨glich ist, den von dem inneren Schema beno¨tigten Fluss an einem Rand ohne wei-
tere Anpassungen und Sonderregelungen zu u¨bernehmen. Im Falle von Periodizita¨ten und
Block-zu-Block Kommunikation werden dafu¨r einfach die inneren Stro¨mungsgro¨ßen des be-
nachbarten Blocks in die Geisterzellen kopiert. Fu¨r alle anderen Ra¨nder hingegen mu¨ssen die
Stro¨mungsgro¨ßen der Geisterzellen physikalisch motiviert modelliert und von Hand gesetzt
werden, so dass auf dem Rand selber die gewu¨nschte, vorgegebene Randbedingung einge-
halten wird. Ein einfaches Beispiel dafu¨r sind reibungsfreie Wa¨nde mit der kinematischen
Wandbedingung. Wird der Zustand auf der Wand durch ein einfaches arithmetisches Mittel
zwischen der inneren und der a¨ußeren Geisterzelle gebildet, fu¨hrt eine Spiegelung der Ge-
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schwindigkeit normal zur Wand zusammen mit einer einfachen Extrapolation der u¨brigen
Feldgro¨ßen in der Geisterzelle automatisch zu einem Fluss u¨ber die Wand, der nur die ent-
sprechenden Druckterme entha¨lt.
3.3.2. Mischungsebenen sowie Ein- und Austrittsra¨nder
Obwohl Turbomaschinenstro¨mungen zur Arbeitsumsetzung im Inertialsystem instationa¨r sein
mu¨ssen (Dean (1959), Greitzer (1984)), sind die wichtigsten Aspekte der Schaufelum-
stro¨mung in isoliert betrachteten, einzelnen Schaufelreihen im gegebenenfalls mitrotieren-
den Koordinatensystem ha¨ufig stationa¨rer Natur. Um mehrere Schaufelreihen auch ohne die
komplexere instationa¨re Relativbewegung der Rotorschaufeln simulieren zu ko¨nnen, fu¨hrten
Denton und Singh (1979) sogenannte Mischungsebenen ein. Diese dienen zur vereinfachten
Modellierung und Approximation der zeitlich gemittelten instationa¨ren Stro¨mung unter Ver-
nachla¨ssigung einiger instationa¨rer Effekte. Dies wird durch eine ku¨nstliche Ausmischung der
Stro¨mung an einer festen Meridionalposition zwischen den beiden betrachteten Schaufelrei-
hen erreicht. Natu¨rlich ist diese Art der Modellierung fu¨r typische Axialabsta¨nde physikalisch
nicht vollkommen realistisch (Denton (1990)). Beispielsweise fu¨hrt eine konservative Aus-
mischung unweigerlich zu einem Entropiesprung u¨ber die Mischungsebene. Dennoch scheint
solch ein Entropiesprung u¨ber die Mischungsebene i. d. R. vernachla¨ssigbar fu¨r das Ender-
gebnis zu sein (Fritsch und Giles (1995)). Weiterhin beeinflusst eine konservative Umfangs-
mittelung nicht die radiale Verteilung von Geschwindigkeiten, Winkel, Druck und Dichte und
ist damit gut zur Beschreibung der Stufenabstimmung geeignet. Die Kopplung zweier Sei-
ten einer Mischungsebene durch die ¨Ubergabe des Flussmittels auf den einzelnen diskreten
Radien stellt die Konservativita¨t sicher, so dass die globale Performance zumindest in den
gegebenen Grenzen (Turbulenzmodellierung, Netzabha¨ngigkeiten, Diskretisierungsschema)
auch mit einfachen stationa¨ren Simulationen immer noch gut abgebildet werden kann. Auch
das urspru¨ngliche Problem des fest vorgeschriebenen konstanten Stro¨mungszustands nahe der
Vorderkante ist durch die zusa¨tzliche charakteristische Modellierung aus Giles (1991) inzwi-
schen weniger problematisch.
Intern ko¨nnen die Mischungsebenen als Ein- und Austrittsra¨nder behandelt werden, bei denen
die sonst u¨bliche Vorgabe gewu¨nschter Werte automatisch durch die Kopplung der flussge-
mittelten Stro¨mungsgro¨ßen erfolgt und keine weitere Nutzereingabe erforderlich ist. Dies hat
den wesentlichen Vorteil, dass Mischungsebenen auf dieselben Funktionen wie Ein- und Aus-
trittsra¨nder zugreifen ko¨nnen und, abgesehen von der ¨Ubergabe der flussgemittelten Gro¨ßen,
bei der Modellierung kein Unterschied zwischen einfachen Ein- und Austrittsra¨ndern sowie
Mischungsebenen besteht. In beiden Fa¨llen wird dem gemittelten Stro¨mungszustand auf dem
Rand eine linearisierte charakteristische Modellierung aus Giles (1991) u¨berlagert, um den
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unphysikalischen, konstanten Zustand u¨ber den Umfang zu verhindern und Potentialeffekte
zu erlauben. Das genaue Vorgehen wird im Zuge der Literaturzusammenfassung in Kapitel 4
na¨her erla¨utert.
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Die folgende Literaturrecherche gliedert sich grob in zwei Teile. Zuna¨chst wird auf bishe-
rige Vero¨ffentlichungen u¨ber Ein- und Austrittsrandbedingungen eingegangen, um anschlie-
ßend eine Zusammenfassung der wichtigsten Arbeiten fu¨r Casing-Treatments zu geben. Bei
der Diskussion der Randbedingungsbehandlung liegt der Fokus dabei speziell auf der Kopp-
lung von Schaufelreihen sowie charakteristische, nichtreflektierende Randbedingungen fu¨r
stationa¨re Simulationen in Turbomaschinen, um die Einordnung der vorliegenden Arbeit
zu ermo¨glichen. Die Zusammenfassung der Casing-Treatment Literaturstellen beschra¨nkt
sich auf die Historie und die wichtigsten Entwicklungen fu¨r die hier verwendeten Quasi-
Axialschlitze sowie deren Varianten.
4.1. Randbedingungen fu¨r Turbomaschinen
4.1.1. Kopplung von Schaufelreihen bei stationa¨ren Simulationen
Die Koppelung mehrerer Schaufelreihen kann neben den schon erwa¨hnten Mischungsebenen
auch mit einem sogenannten Average-Passage Modell nach Adamczyk (1985) geschehen. Da-
bei werden die instationa¨ren Reynolds-gemittelten Navier-Stokes Gleichungen nochmals in
Raum und Zeit gemittelt. Analog zu den Reynoldsspannungen entstehen dabei zusa¨tzliche de-
terministische Spannungsterme, die den gemittelten Einfluss der periodischen Instationarita¨t
beschreiben. Der Einfluss der Potentialwirkung stromauf wird durch zusa¨tzlich auftretende
Volumenkra¨fte (body forces) abgebildet. Ebenfalls in Analogie zu den Reynoldsspannungen
erfordern diese zusa¨tzlichen Terme eine Schließung, fu¨r die mehrere Ansa¨tze vorgeschlagen
wurden.
Einen mo¨glichen Schließungsansatz stellte Adamczyk selber in Adamczyk et al. (1986) vor.
Fu¨r die Anwendung in Celestina et al. (1986) und Adamczyk et al. (1990) werden die determi-
nistischen Korrelationen unter Vernachla¨ssigung gemischter zeitlicher und ra¨umlicher Terme
aus der stationa¨ren Stro¨mung der benachbarten Schaufelreihen durch eine Umfangsmittelung
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gewonnen. Das dabei notwendige Vorgehen ist relativ aufwendig und erfordert die paralle-
le Berechnung der gesamten Kanalgeometrie fu¨r jede Schaufelreihe, um die stromauf und
stromab ermittelten deterministischen Spannungen und body-forces vorgeben zu ko¨nnen. Um
eine Reduzierung des Simulationsaufwands zu erreichen, beschra¨nkten sich Rhie et al. (1998)
auf die parallele Simulation der unmittelbar benachbarten Schaufelreihen und vernachla¨ssigt
gleichzeitig Spannungsterme durch die Passagenmittelung. Weitere Modelle beziehungswei-
se Anpassungen der urspru¨nglichen Theorie wurden beispielsweise von Turner (1996), Turner
et al. (1999) oder Hall (1997) vorgestellt.
Wie bereits bei der Diskussion der numerischen Methoden in Kapitel 3 angedeutet, beruht die
in TRACE verwendete Methode, das zeitliche Mittel der instationa¨ren Stro¨mung zu approxi-
mieren, auf dem Einsatz von Mischungsebenen. Urspru¨nglich wurden diese von Denton und
Singh (1979) eingefu¨hrt und beschra¨nken sich dabei in ihrer rudimenta¨ren Form auf die Kopp-
lung der Schaufelreihen durch die Kommunikation des Umfangsmittels. Im Vergleich mit dem
Average-Passage Modell nach Adamczyk entfa¨llt somit die beno¨tigte aufwendige, mehrma-
lige Simulation derselben Schaufelreihe. Dem gegenu¨ber steht jedoch die Problematik der
plo¨tzlichen unphysikalischen Ausmischung von Nachla¨ufen. Eine mo¨gliche Minderung der
Mischungsverluste (wake-recovery) eines Nachlaufs durch Beschleunigung der Stro¨mung,
wie beispielsweise in Smith (1966) oder Praisner et al. (2006) diskutiert, kann durch eine Mi-
schungsebene nicht ohne weiteres modelliert werden. Eine der ersten Untersuchungen u¨ber
die schlagartige Ausmischung wurde in Fritsch (1992) an einer Turbinenstufe durchgefu¨hrt.
Durch die Modellierung mit Mischungsebenen wurde der Totaldruckverlust dabei um etwa
8% im Vergleich zu einer instationa¨ren Simulation erho¨ht. An der Mischungsebene selber
betrug der Entropiesprung sogar 20% der gesamten Entropieproduktion innerhalb der unter-
suchten Stufe. Durch die Aufspaltung der Verlustanteile auf die unterschiedlichen Vorticity,
Entropie und Druckwellen in Analogie zu Kapitel 2.3.2 konnte der gro¨ßte Anteil der Aus-
mischverluste den konvektierten Drucksto¨rungen zugeordnet werden, wobei die ersten beiden
Umfangsmoden fu¨r ca. 80% der Verluste verantwortlich sind. Das Potentialfeld tra¨gt nicht
zum Ausmischverlust bei. Obwohl beispielsweise der Entropieanstieg innerhalb eines Rotors
bei Verwendung von Mischungsebenen gro¨ßer ist als bei einer vollen instationa¨ren Simulation
kamen Fritsch und Giles (1995) zu dem Schluss, dass in den meisten Fa¨llen der quantitative
Unterschied in der Dissipation zwischen Mischungsebene und instationa¨rer Simulation weni-
ger wichtig ist.
Der Einfluss verschiedener Umfangsmittel wurde in Zachcial (2006) und Holmes (2008) auf-
gegriffen. Neben einer reinen Fluss- oder auch Impulsmittelung nach Saxer und Giles (1990)
fu¨r eine streng konservative Formulierung wird dabei vor allem auch die Verletzung des Axial-
impulses bei gleichzeitiger Vorgabe konstanter Entropie u¨ber die Mischungsebene in Kauf
genommen. Ein klarer Vorteil fu¨r eine der beiden betrachteten Mittelungen war dabei nicht zu
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erkennen.
Die urspru¨ngliche Version der Mischungsebene lieferte durch die feste Vorgabe eines konstan-
ten Umfangsmittels auf der Berandung nicht immer zufriedenstellende Ergebnisse (Dawes
(1992), Denton und Dawes (1999)). So schlug Denton (1990) im Falle von konstanten
Umfangswerten vor, die Schaufelvorderkante nicht na¨her als ein Viertel der Teilung an
die Mischungsebene zu positionieren, da ansonsten die nicht-physikalische Vorgabe einer
gleichfo¨rmigen Stro¨mung in Umfangsrichtung unter Vernachla¨ssigung der Potentialwirkung
zu einer Fehlanstro¨mung der Profilvorderkante fu¨hrt. Diese Problematik konnte durch den
Einsatz sogenannter nichtreflektierender Randbedingungen entscha¨rft werden. Diese erlau-
ben eine Abweichung des lokalen Stro¨mungszustands vom Mittelwert unter Beru¨cksichtigung
der Potentialwirkung. Dadurch sind stabile stationa¨re Simulationen auch mit nah an der Mi-
schungsebene platzierten Schaufeln mo¨glich (z.B. Saxer und Giles (1994), Chima (1998)).
Die Theorie dieser nichtreflektierenden Randbedingungen wird im folgenden Abschnitt zu-
sammengefasst.
4.1.2. Nicht-reflektierende Randbedingungen
Die Anzahl an Literatur fu¨r die Konstruktion nichtreflektierender Randbedingungen hyper-
bolischer Systeme ist erheblich. Eine ¨Ubersicht u¨ber die historische Entwicklung bieten Gi-
voli (1991, 2004) und Hixon (2004). Der Fokus dieser Literaturzusammenfassung liegt auf
Randbedingungen fu¨r Stro¨mungen auf Basis der Eulergleichungen und dabei speziell auf den
hier verwendeten charakteristischen Randbedingungen. Nach einem ¨Uberblick u¨ber die his-
torische Entwicklung und verschiedenen Arten von charakteristischen, nichtreflektierenden
Randbedingungen wird na¨her auf die hier verwendeten exakten, nicht-lokalen Randbedingun-
gen nach Giles (1988) auf Basis der stationa¨ren linearisierten Eulergleichungen eingegangen.
Aktuellere Forschung bescha¨ftigt sich mit instationa¨ren Randbedingungen, deren Wohlge-
stelltheit sowie mo¨glichen lokalen Formulierungen. Die in Abschnitt 4.1.2.1 genauer zusam-
mengefassten, stationa¨ren Randbedingungen nach Giles (1988) ko¨nnen dabei als Sonderfall
der instationa¨ren Behandlung betrachtet werden, bei denen viele der instationa¨ren Probleme
nicht mehr auftreten und es mo¨glich ist, exakte, nicht-lokale Randbedingungen und Operatio-
nen bezu¨glich der linearisierten Eulergleichungen aufzustellen.
Die ersten Ansa¨tze, die charakteristische Ausbreitung entsprechend Kapitel 2.3 in der ein-
seitigen, numerischen Diskretisierung zu beru¨cksichtigen, sind wohl in Courant et al. (1952)
zu finden und bilden damit mehr oder weniger die Grundlage fu¨r die nichtreflektierenden,
charakteristischen Randbedingungen. Deren grundlegende Idee ist es, hinauslaufende Wel-
len ohne Reflektionen den Rand passieren zu lassen, wa¨hrend hineinlaufende Wellen vom
Benutzer vorgegeben werden mu¨ssen. Derartige physikalisch motivierten Randbedingungen
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auf Basis der eindimensionalen Charakteristiken bzw. Riemanninvarianten sind zum Beispiel
in Hedstrom (1979), Scott und Hankey (1986), Giles (1990) oder Hixon (2000) zu finden.
Wa¨hrend die Amplitude der hinauslaufenden Wellen entsprechend der Gleichungen (2.55)
bzw. (2.56) durch einseitige Diskretisierung aus dem Inneren entnommen werden, mu¨ssen
fu¨r die Amplituden der hineinlaufenden Wellen weitere Bedingungen vorgegeben werden. Im
linearisierten Fall werden die hineinlaufenden Charakteristiken der Sto¨rungsgro¨ßen zu Null
gesetzt, wa¨hrend im nichtlinearen Fall die hineinlaufenden Riemanninvarianten durch ent-
sprechende Vorgaben des Nutzers bestimmt werden ko¨nnen. Eine gute Zusammenfassung mit
weitergehenden Verweisen auf a¨ltere Quellen bieten hier Moretti (1981) sowie Hirsch (1990).
Erweiterungen dieser eindimensionalen Betrachtungen auch fu¨r viskose Quellterme und all-
gemeine krummlinige Koordinaten sind in Poinsot und Lelef (1992), Kim und Lee (2000)
oder Sandberg (2009) zu finden.
Da die einzelnen Wellen fu¨r eindimensionale Stro¨mungen bekannt sind, ist eine Anwen-
dung durch direkte lokale Berechnung der Amplituden relativ einfach. Mehrdimensionale
Stro¨mungen erfordern jedoch ein methodisch angepasstes Vorgehen (Hixon (2004)). Eng-
quist und Majda (1977) leiteten als erste allgemeinere Randbedingungen fu¨r mehrdimensiona-
le Systeme ab, welche die Grundlage modernerer Formulierungen bilden. Interessanterweise
werden die exakten Randbedingungen fu¨r die Fourier-transformierten Lo¨sung der Wellenglei-
chung uˆ normal zum Rand entsprechend
duˆ
dx
− iω
√
1−
(
l
ω
)2
uˆ = 0 (4.1)
beschrieben. Fu¨r die Vorgabe der Stro¨mungsgro¨ßen im Orts- und Zeitbereich liefert die inverse
Fourier-Transformation wegen des Pseudo-Operators
√
1− ( l
ω
)2
einen nicht-lokalen Opera-
tor in Zeit und Raum und somit ist eine explizite Darstellung im Ortsbereich nicht mo¨glich.
Engquist und Majda umgehen dieses Problem durch die Approximation dieses Operators.
So entspricht die erste von ihnen aufgefu¨hrte Approximation unter Vernachla¨ssigung von
Umfangswellenzahlen tangential zum Rand mit l = 0 dem eindimensionalen Fall, bei dem
einzig Wellen in Normalenrichtung beru¨cksichtigt werden. Die Approximation des Pseudo-
Operators durch rationale Funktionen ist die grundlegende Idee der lokalen charakteristischen
Randbedingungen, wie sie fu¨r instationa¨re Probleme angewendet wird.
Giles (1988) u¨bertrug das Vorgehen von Engquist und Majda (1977) auf eine anwendungs-
bezogene Formulierung speziell fu¨r Turbomaschinenstro¨mungen. Dabei wurden die linea-
risierten Eulergleichungen als Basis genommen und mehrere mo¨gliche Kombinationen von
ein- und zweidimensionalen sowie stationa¨ren und instationa¨ren Randbedingungen diskutiert.
Wa¨hrend die stationa¨ren, zweidimensionalen Randbedingungen unter den getroffenen An-
nahmen exakt sind, wird der nicht-lokale Operator
√
1− ( l
ω
)2 durch eine Taylorreihe ap-
proximiert. Wie Giles zeigte, fu¨hrt dies zu nicht wohlgestellten Eintrittsrandbedingungen, so
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dass weitere Anpassungen no¨tig sind. Die Anwendung der beschriebenen nichtreflektieren-
den Theorie wird in Giles (1991) fu¨r einen knoten-zentrierten, zweidimensionalen Eulerlo¨ser
vorgestellt. Dabei wurde von einer exakten Implementierung der beschriebenen nichtreflek-
tierenden Eintrittsrandbedingungen abgesehen und stattdessen eine Linearkombination dieser
durch die explizite Vorgabe einer konstanten Totalenthalpie und Entropie u¨ber den Umfang
verwendet. Weiterhin wird neben dem eigentlichen Eulerlo¨ser auch auf die Behandlung von
Mischungsebenen und das Vorschreiben der umfangsgemittelten Werte na¨her eingegangen.
Die genaue Theorie von Giles sowohl fu¨r den nichtreflektierenden Teil als auch fu¨r das Vor-
schreiben der gemittelten Stro¨mungsgro¨ßen wird nach dem ¨Uberblick im folgenden Abschnitt
4.1.2.1 na¨her erla¨utert. Die Implementierung dieser Randbedingungen in den verwendeten
Lo¨ser TRACE erfolgte in Engel (1997).
Saxer und Giles (1991) beru¨cksichtigten neben der reinen zweidimensionalen Theorie
aus Giles (1988) auch das radiale Gleichgewicht fu¨r das Vorschreiben der mittleren
Stro¨mungsgro¨ßen. Auf diese Art kann, noch immer unter Vernachla¨ssigung einer radialen Va-
riation der Schwankungsgro¨ßen, der grundlegende, dreidimensionale Charakter in Turboma-
schinenstro¨mungen mit erfasst werden. Anker et al. (2006) erweiterten die stationa¨re, zweidi-
mensionale Theorie von Giles (1988) um die dritte Raumrichtung. Da die Randbedingungen
entsprechend Engquist und Majda im Fourierbereich vorgegeben werden mu¨ssen, erfordert
dieses Vorgehen eine weitere Fourierzerlegung in radialer Richtung. Die dreidimensionale
Erweiterung konnte in der Validierung fu¨r einen einfachen Rotationsko¨rper eine klare Verbes-
serung zeigen, wa¨hrend die Ergebnisse im Vergleich mit den Randbedingungen nach Saxer
und Giles fu¨r eine Turbinenbeschaufelung keine Verbesserung und nur marginale Unterschie-
de aufweisen. Dies la¨sst sich entsprechend der Argumentation aus Kapitel 2.2.1 vermutlich
direkt auf die stark unterschiedlichen Druckgradienten in beiden Testfa¨llen zuru¨ckfu¨hren und
zeigt, dass die Vernachla¨ssigung radialer Sto¨rungen in Saxer und Giles (1991) zumindest im
Turbomaschinenbereich durchaus berechtigt ist. Eine andere dreidimensionale Erweiterung
der Randbedingungen fu¨r linearisierte Lo¨ser werden in Moinier und Giles (2005, 2007) dis-
kutiert. Zusa¨tzlich zu der urspru¨nglichen reibungsfreien zweidimensionalen Betrachtung wird
dabei der Einfluss viskoser Terme in radialer Richtung beru¨cksichtigt. Es wird immer noch
von einem stark hyperbolisch gepra¨gten Problem ausgegangen und der Einfluss der mittleren
radialen Gradienten, aufgrund der Grenzschichten an Nabe und Geha¨use, bei der Aufstellung
der Dispersionsrelation (2.63) mit beru¨cksichtigt. Die Kopplung der radialen Schnitte inner-
halb der Dispersionsrelation erfordert bei der Lo¨sung des Eigenwertproblems die Verwendung
numerischer Methoden. Eine Implementierung in TRACE erfolgte in Kersken et al. (2014).
Das Vorgehen von Engquist und Majda wird auch in moderneren Entwicklungen fortgefu¨hrt.
Die exakten nicht-lokalen, nichtreflektierenden Randbedingungen werden typischerweise mit
einer ho¨heren Genauigkeit der Wellenzahl tangential zum Rand aufgelo¨st, um eine lokale
41
4. Literaturrecherche und Stand der Technik
Approximation zu erreichen (Colonius (1996), Goodrich (1997)). Wie Giles oder auch Row-
ley und Colonius (2000) anmerkten, sind diese Expansionen ho¨herer Ordnung typischerwei-
se instabil und nicht wohlgestellt. Hagstrom (1995) konnte jedoch zeigen, dass eine Pade-
Approximation zu wohlgestellten Randbedingungen fu¨hrt. Dieser Ansatz wurde beispiels-
weise in Hagstrom (1996), Goodrich und Hagstrom (1996) oder Hagstrom und Goodrich
(2003) verfolgt, um instationa¨re charakteristische Randbedingungen ho¨herer Ordnung auf-
zustellen.
4.1.2.1. Randbedingungen nach Giles (1988)
Die in Giles (1988) beschriebenen und Giles (1991) angewendeten Randbedingungen ko¨nnen
als Zusammenfassung vorheriger Arbeiten von Kreiss (1970), Engquist und Majda (1977)
oder Higdon (1986) speziell fu¨r die Turbomaschinenanwendung aufgefasst werden. Dabei
legte Giles neben der physikalischen Interpretation der Wellenausbreitung und der Anwen-
dung auf die linearisierten Eulergleichungen vor allem Wert auf die Analyse der Wohlge-
stelltheit der instationa¨ren Randbedingungen und zeigte, dass die konstruierten instationa¨ren
Eintrittsrandbedingungen angepasst werden mu¨ssen. Da in Kapitel 5 na¨her auf die Anwen-
dung von Giles’ Randbedingungen fu¨r den zell-zentrierten Lo¨ser eingegangen wird, sollen
die stationa¨ren Randbedingungen an dieser Stelle nochmals mit den hier verwendeten Kon-
ventionen und Bezeichnungen aus Kapitel 2.3 und Anhang A.3 in stark komprimierter Form
wiedergegeben werden. Der Darstellung aus Giles (1988) und Kapitel 2.3 folgend, wird auch
hier von einem kartesischen Koordinatensystem in zwei Dimensionen ausgegangen. Eine Zu-
sammenfassung der dimensionsbehafteten Matrizen ist zum Beispiel in Giles (1990) zu finden
oder kann aus Anhang A.3 als Grenzfall der angepassten zylindrischen Koordinaten entnom-
men werden.
Allgemeines Vorgehen
Da es sich bei der Anwendung der Randbedingungen in Giles (1991) um einen knoten-
zentrierten Lo¨ser ohne Geisterzellen handelt, muss die neu berechnete Stro¨mungslo¨sung der
Randknoten pn+1f zum diskreten Pseudozeitschritt n+ 1 nach jeder Iteration des inneren
Lo¨sers angepasst werden. Dafu¨r wird die Stro¨mung auf jedem diskreten Radius der Berandung
in ihr Umfangsmittel pn+1f und eine zugeho¨rige Schwankung p˜
n+1
f zerlegt. Der Mittelwert
wird dabei zum Einhalten der eigentlichen Randbedinungen verwendet. Dies ko¨nnen entwe-
der die vom Nutzer vorgegebenen Werte sein oder, im Falle von Mischungsebenen, die von der
gegenu¨ber liegenden Seite stammenden flussgemittelten Gro¨ßen. Die eigentlichen nichtreflek-
tierenden Eigenschaften sind auf die Behandlung der Schwankungsgro¨ßen zuru¨ckzufu¨hren.
Um unphysikalische Reflektionen zu verhindern, sollen die Schwankungsgro¨ßen dabei den
linearisierten Eulergleichungen (2.59) gehorchen, wa¨hrend gleichzeitig sichergestellt werden
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muss, dass keine Sto¨rungen in das Simulationsgebiet hineinlaufen. Zur Stabilisierung werden
die gewu¨nschten Werte auf dem Rand
pn+1f,target = p
n+1
f,target + p˜
n+1
f,target (4.2)
nicht unmittelbar vorgeschrieben, sondern mit dem Pseudozeitschrittverfahren entspre-
chend
pn+1f,target = p
n
f + σ
[
δpn+1f + δp˜
n+1
f
] (4.3)
= pnf + σ
[(
pn+1f,target − pnf
)
+
(
p˜
n+1
f,target − p˜nf
)] (4.4)
in der Zeit fortgeschritten und dabei mit dem Faktor σ relaxiert. Der Index target dient
zur Kennzeichnung von Zielwerten, die durch die entsprechende Randbedingungstheorie be-
stimmt werden mu¨ssen. Werte auf dem Rand werden durch den Index f gekennzeichnet. Fu¨r
den Relaxationsfaktor σ schla¨gt Giles einen zur Zellanzahl in Umfangsrichtung antipropor-
tionalen Wert vor, wa¨hrend in TRACE nach Zachcial (2006) ein konstanter Faktor σ = 0.1
verwendet wird. Die Bestimmung des gewu¨nschten Zielwerts geschieht dabei durch eine
charakteristische Betrachtung der Stro¨mung, a¨hnlich wie in Kapitel 2.3. In Anlehnung an
die einfach zu interpretierenden, eindimensionalen Charakteristiken werden die gewu¨nschten
¨Anderungen der primitiven Gro¨ßen δpn+1f deshalb durch die Linearkombination der charak-
teristischen ¨Anderungen δcn+11d,f entsprechend Gleichung (2.53) und (2.56) mit
pn+1f,target = p
n
f + σR1d
[
δcn+11d,f + δc˜
n+1
1d,f
] (4.5)
ausgedru¨ckt. Damit werden fu¨r die Aktualisierung der Randknoten nach Gleichung (4.5)
zuna¨chst die gewu¨nschten mittleren charakteristischen ¨Anderungen δcn+11d,f und anschließend
die ¨Anderungen der charakteristischen Schwankungsgro¨ßen δc˜n+11d,f beno¨tigt.
Grundstro¨mung
Die charakteristischen Gro¨ßen der umfangsgemittelten und damit praktisch eindimensionalen
Stro¨mung ko¨nnen als Sonderfall der zweidimensionalen Betrachtung fu¨r die Umfangswel-
lenzahl l = 0 angesehen werden. Damit gehorchen die charakteristischen ¨Anderungen der
mittleren Stro¨mung praktisch einem einfachen linearisierten eindimensionalen System ent-
sprechend Kapitel 2.3.1 und die ¨Anderung des mittleren Zustands auf dem Rand kann nach
Gleichung (2.58) aus hinein- und hinauslaufenden charakteristischen ¨Anderungen zu
δcn+11d,f = δc
n+1
1d,f,out + δc
n+1
1d,f,in (4.6)
= P outδcn+11d,f + P
inδcn+11d,f (4.7)
zusammengesetzt werden. P out,in bezeichnet hier die Projektionsmatrix auf hinaus- bzw. hin-
einlaufende Wellen. Fu¨r eine subsonische Grundstro¨mung in positive x1- Richtung und die
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von Giles gewa¨hlte Sortierung der Eigenwerte und Form der charakteristischen Variablen
nach Gleichung (2.56) sind die ersten vier charakteristischen Variablen rechtslaufend. Nur
die fu¨nfte Charakteristik ist nach Links gerichtet. Im Falle eines Austritts entha¨lt δcn+11d,f,out
damit die ersten vier Eintra¨ge der hinauslaufenden, charakteristischen ¨Anderungen. Fu¨r eine
supersonische Stro¨mung normal zum Rand kann keine Information nach Links in das Simu-
lationsgebiet hineinlaufen, P out entspricht der Einheitsmatrix I und es gilt δcn+11d,f,in = 0.
Fu¨r einen Eintrittsrand hingegen transportieren die nach rechts laufenden Charakteristiken
Informationen in das Simulationsgebiet hinein und die Diagonaleintra¨ge in P out,in werden
vertauscht. Durch diese Schreibweise lassen sich die in Giles (1988) explizit fu¨r jede Charak-
teristik angegebene Werte allgemein ohne Ru¨cksicht auf Eintritt, Austritt oder Richtung der
Grundstro¨mung angeben und gleichzeitig die kompakte vektorielle Schreibweise und Kon-
ventionen aus Kapitel 2.3 anwenden.
Die hinauslaufenden, charakteristischen ¨Anderungen des Mittelwerts δcn+11d,f,out wurden bereits
vom inneren Schema berechnet und werden zu Null gesetzt:
δcn+11d,f,out = 0 . (4.8)
Fu¨r die Bestimmung der ¨Anderungen der hineinlaufenden Charakteristiken wird ein Newton-
Raphson Verfahren fu¨r das Residuum R verwendet und die hineinlaufenden charakteristi-
schen ¨Anderungen lauten
δcn+11d,f,in = P
inδcn+11d,f = −P in
(
∂R
∂c1d
)
R . (4.9)
Fu¨r eine Mischungsebene stellt das Residuum R = Rmp sicher, dass das Flussmittel der
primitiven Stro¨mungsgro¨ßen auf beiden Seiten zum selben Wert konvergiert, wa¨hrend das
Residuum fu¨r die Ein- und Austrittsra¨nder R = Rin,out die vom Nutzer vorgegebenen und
mit ref gekennzeichneten Gro¨ßen beru¨cksichtigt:
Rmp =

∆ρ
∆c1x
∆c2x,abs
∆p
 , Rein,aus = P in

p (s− sref)
ρa
(
c2x,abs − c1x tanαy,ref
)
ρ (ht − ht,ref)
p− pref
 . (4.10)
Die Verwendung der Projektionsmatrix P in fu¨r das Ein- und Austrittsresiduum Rein,aus stellt
sicher, dass fu¨r einen Austritt nur der statische Druck vorgeschrieben wird, wa¨hrend ein Ein-
tritt vier Referenzgro¨ßen beno¨tigt. Da Giles den letzten Eigenwert fu¨r eine stromauflaufende
Welle verwendet, bleibt im Falle eines Austritts von Raus nur der Eintrag p− pref u¨brig. Dies
stimmt mit der Tatsache u¨berein, dass fu¨r eine subsonische Stro¨mung am Austritt nur ei-
ne mittlere, hineinlaufende charakteristische ¨Anderung bestimmt werden muss, wa¨hrend ein
Eintritt vier Unbekannte hat. Weiterhin ist die exakte Wahl der einzelnen Residuenkompo-
nenten und Referenzgro¨ßen zuna¨chst willku¨rlich, stellt in diesem Fall jedoch sicher, dass sich
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die Jakobimatrix in Gleichung (4.9) stark vereinfacht, so dass diese als Endergebnis fu¨r einen
Eintritt die mittleren, hineinlaufenden charakteristischen ¨Anderungen
δcn+11d,f,in,ein =
1
Q
 −Q 0 0 0tanαyγ−1 M2x tanαy −Q tan βy 0
2
γ−1
2M2x −2 0
Rein (4.11)
Q = 1 +M1x +M
2
x tanαy (4.12)
und fu¨r einen Austritt
δcn+11d,f,in,aus =
(
0 0 0 −2
)
Raus (4.13)
liefert.
¨Uberlagerte Sto¨rungen
Im zweiten Schritt werden die charakteristischen ¨Anderungen der Schwankungsgro¨ßen δc˜n+11d,f
bestimmt. Wie zuvor fu¨r die Grundstro¨mung ko¨nnen die hinauslaufenden, charakteristischen
¨Anderungen der Schwankungsgro¨ßen auf dem Rand δc˜n+11d,f,out zu Null gesetzt werden, da sie
bereits durch das innere Schema bestimmt wurden. Die beno¨tigten hineinlaufenden charak-
teristischen ¨Anderungen δc˜n+11d,f,in hingegen ko¨nnen im Normalfall nicht mehr vom Nutzer
vorgeschrieben werden und mu¨ssen, unter Beru¨cksichtigung der Physik in Form der zweidi-
mensionalen, linearisierten Eulergleichungen (2.59), durch eine weitere Bedingung berechnet
werden. Diese Bedingung stellt sicher, dass keine Sto¨rungen von Außen in das Simulations-
gebiet hineinlaufen. Sto¨rungen sind in diesem Fall die in Kapitel 2.3.2 identifizierten vonein-
ander unabha¨ngigen, zweidimensionalen Moden cˆ aus Gleichung (2.67). Ihnen la¨sst sich zum
einen eine definierte Ausbreitungsrichtung zuordnen und da sie gleichzeitig die linearisier-
ten, zweidimensionalen Eulergleichungen entkoppeln, ko¨nnen sie zum anderen unabha¨ngig
voneinander betrachtet werden.
Fu¨r die genaue Konstruktion der nichtreflektierenden Bedingung verwendet Giles ein
a¨hnliches Vorgehen wie in Kapitel 2.3.2 fu¨r die zweidimensionalen, linearisierten Eulerglei-
chungen. Die Stro¨mung wird in Umfangsrichtung Fourier zerlegt und fu¨r jede Umfangswel-
lenzahl die zum System geho¨rigen Eigenwerte beziehungsweise axialen Wellenzahlen sowie
die Eigenvektoren mit Hilfe der Dispersionsrelation (2.63) bestimmt. Eine Zusammenfassung
der ausformulierten Matrizen und Vektoren fu¨r den reinen zweidimensionalen Fall ist in Giles
(1988) oder Anhang A.3 fu¨r das angepasste Koordinatensystem zu finden. Fu¨r den stationa¨ren
Fall mit ω = 0 sind die voneinander unabha¨ngigen Moden
cˆ = Lpˆ (4.14)
nun in der Lage, einen beliebigen Stro¨mungszustand auf dem Rand, in Form der primitiven
Variablen, durch einfache Superposition darzustellen. Die einfachste Form der von Giles ein-
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gehaltenen, nichtreflektierenden Bedingung fu¨r die Schwankungsgro¨ßen besagt, dass es auf
dem Rand keine von Außen kommenden, hineinlaufenden Sto¨rungen P incˆf geben darf und
diese entsprechend Null sein mu¨ssen. Ausgedru¨ckt in den primitiven Variablen auf dem Rand
zum na¨chsten Zeitschritt ergibt sich damit die Gleichung
P inLpˆn+1f,target = 0 . (4.15)
Um einen Ausdruck fu¨r die in Gleichung (4.5) beno¨tigten hineinlaufenden charakteristischen
¨Anderungen δcˆn+11d,f,in zu erhalten, werden die eindimensionalen Charakteristiken in Glei-
chung (4.15) eingefu¨hrt
P inLR1dcˆ
n+1
1d,f,target = 0 . (4.16)
Der Vektor wird wiederum in hinein- und hinauslaufende charakteristische Schwankungen
aufgeteilt
P inLR1d
[
P outcˆn+11d,f,target + P
incˆn+11d,f,target
]
= 0 . (4.17)
Die hinauslaufenden Charakteristiken werden aus den bereits bekannten Werten auf dem Rand
zum Zeitschritt n+ 1 beibehalten
P outcˆn+11d,f,target = P
outcˆn+11d,f = cˆ1d,f,out , (4.18)
wa¨hrend die hineinlaufenden Charakteristiken P incˆn+11d,f,target mit Hilfe der Bedingung (4.15)
bzw. (4.17) in Abha¨ngigkeit von cˆn+11d,f,out bestimmt werden ko¨nnen. Mit dem nun bekannten
gewu¨nschten charakteristischen Zustand auf dem Rand
cˆn+11d,f,target = cˆ
n+1
1d,f,out + P
incˆn+11d,f,target (4.19)
berechnet Giles die beno¨tigten hineinlaufenden, charakteristischen ¨Anderungen als Differenz
zum derzeitigen Zustand entsprechend
δcˆn+11d,f,in =
(
cˆn+11d,f,target − cˆn+11d,f
)
. (4.20)
Nach der inversen Fourier-Transformation stellt die Vorgabe dieser hineinlaufenden charakte-
ristischen ¨Anderung sicher, dass die Verteilung der charakteristischen Stro¨mungsgro¨ßen u¨ber
dem Umfang zum einen die zweidimensionale nichtreflektierende Bedingung (4.15) und zum
anderen die linearisierten, zweidimensionalen Eulergleichungen einha¨lt. Nach Giles wurde
das Vorgehen der Berechnung der hineinlaufenden Charakteristiken in Abha¨ngigkeit der hin-
auslaufenden gewa¨hlt, da die Wohlgestelltheit fu¨r den reinen eindimensionalen Fall bewiesen
werden kann. Das Vorschreiben einer reinen ¨Anderung der eindimensionalen Charakteristiken
unter Beibehaltung der hinauslaufenden Charakteristiken ist so vermutlich fo¨rderlich fu¨r die
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Konvergenz, auch wenn die Vorgabe der hineinlaufenden Charakteristiken durch die zweidi-
mensionale Theorie bestimmt wurde.
Zusammenfassend sind die Gleichungen (4.9) und (4.20) gemeinsam mit der Aktualisierungs-
vorschrift (4.5) in der Lage, die Stro¨mungsgro¨ßen der Randknoten zu aktualisieren, die vor-
gegebenen mittleren Randbedingungen einzuhalten und gleichzeitig einen physikalisch kor-
rekten Zustand ohne hineinlaufende Sto¨rungen sicher zu stellen.
4.2. Casing-Treatments
Geschichtliche Entwicklungen
Bei Casing-Treatments handelt es sich um eine Modifikation der Geha¨usekontur, die sich als
eine relativ einfache und effektive Mo¨glichkeit zur Steigerung des Betriebsbereichs von Ver-
dichtern erwiesen hat. Die Literaturzusammenfassung soll zum einen die historische Entwick-
lung fu¨r die Familie der hier verwendeten Axialschlitze oder axial-slot Casing-Treatments
aufzeigen und zum anderen anhand der wichtigsten Literaturstellen einen ¨Uberblick u¨ber
die beobachteten Effekte geben. Dabei wird nicht an einer streng chronologischen Vor-
stellung festgehalten, sondern thematisch a¨hnliche Arbeiten beziehungsweise Aspekte zu-
sammenha¨ngend erwa¨hnt. Eine ¨Ubersicht u¨ber die geschichtliche Entwicklung der Casing-
Treatments, auch fu¨r die hier nicht na¨her betrachteten Geometriefamilien wie Umfangsnuten,
honeycombs, Casing-Treatments mit Plenum oder andere gemischter Formen, ist beispiels-
weise in Hathaway (2007) zu finden.
Der Nutzen von Casing-Treatments wurde bereits in den spa¨ten 1960er Jahren bei der NASA
entdeckt und die Wirksamkeit zu Beginn der 1970er Jahre anhand verschiedener einfacher
Geometrien experimentell nachgewiesen (Osborn (1971), Moore et al. (1971)). Anfa¨nglich
beschra¨nkten sich die Untersuchungen weniger auf die lokalen Effekte und Mechanismen
der Betriebsbereichserweiterung als viel mehr auf die globale Performance und den Aufbau
einer Datenbasis mit verschiedenen Geometrien. Als vielversprechendste Geometrie stellten
sich dabei die mittig u¨ber den Rotor positionierten und in Rotationsrichtung geneigten Axi-
alschlitze (skewed-axial-slots) heraus. Anschließende Untersuchungen, die sich mit den lo-
kalen Stro¨mungspha¨nomenen und den Gru¨nden fu¨r die Effektivita¨t dieser Casing-Treatments
bescha¨ftigten, sind beispielsweise in Mikolajczak und Pfeffer (1974), Prince et al. (1975), Ta-
kata und Tsukuda (1977), Cheng et al. (1983) sowie Smith und Cumpsty (1984) zu finden.
Im Zuge dieser fru¨hen Untersuchungen stellte sich heraus, dass effektive Casing-Treatments
fu¨r hohe Mach-Zahlen in Mikolajczak und Pfeffer (1974) ho¨chst wahrscheinlich auch fu¨r
kleine Machzahlen von bis zu 0.15 in Takata und Tsukuda (1977) geeignet sind. Auch ein
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Einfluss der Reynolds-Zahl auf die Wirkungsweise der Casing-Treatments konnte von Smith
und Cumpsty (1984) ausgeschlossen werden. Weiterhin berichten alle Untersuchungen der
Axialnuten u¨ber Rotoren u¨bereinstimmend, dass die Stro¨mung im Bereich der Hinterkante
in das Casing-Treatment eintritt und im vorderen Bereich niedrigeren statischen Drucks wie-
der austritt. Gleichzeitig wird die Umfangsneigung der Axialnuten und der dadurch bedingte
hohe absolute Drall des wiedereinstro¨menden Fluids als einer der wichtigsten Parameter der
Casing-Treatments genannt. Im Falle von Takata und Tsukuda (1977) fu¨hrte eine Umfangs-
neigung mit ausstro¨mendem Fluid in Rotationsrichtung sogar zu einem entgegengesetzten
Verhalten und die Betriebsgrenze wurde zu ho¨heren Durchflu¨ssen als die Referenzkonfigura-
tion mit glatter Wand verschoben. Durch Verwendung der Casing-Treatments war es weiterhin
mo¨glich, die geha¨usenahe Blockage zu verringern und durch ein Gebiet erho¨hten relativen To-
taldrucks zu ersetzen. Unterschiedliche Einscha¨tzungen gab es bezu¨glich der Wichtigkeit der
Einblasung und Absaugung des Fluids, wobei den Folgen der Einblasung meist eine wich-
tigere Rolle zugewiesen wurde (Pampreen (1993)). Sowohl Takata und Tsukuda (1977) als
auch Greitzer et al. (1979) sehen die Reduktion der Blockage als eine Folge der Einblasung
und der Reenergetisierung durch Fluid mit erho¨hter Geschwindigkeit. Durch Beobachtun-
gen von Johnson und Greitzer (1987) an Hub-Treatments motiviert, erfolgte von Lee und
Greitzer (1990) eine genauere Untersuchung zur Trennung der Effekte von Absaugung und
Einblasung. Fu¨r die mittig u¨ber den Schaufeln positionierten Axialnuten kamen sie zu dem
Schluss, dass keiner der beiden Effekte deutlich dominiert und dass sie nur im Zusammenspiel
funktionieren. Gleichzeitig beobachteten sie auch eine Korrelation zwischen dem maximal
mo¨glichen Druckanstieg beim Pumpen und dem Axialmoment des eingeblasenen Fluids und
interpretieren dies als einen Hinweis darauf, dass die Reenergetisierung der Stro¨mung einer
der Mechanismen fu¨r effektive Casing-Treatments ist.
Es stellte sich heraus, dass das physikalische Versta¨ndnis der Effektivita¨t der untersuchten
Casing-Treatments mit einem genaueren Versta¨ndnis der Ursachen der stall Mechanismen
einhergeht und beides parallel betrachtet werden muss. So fassen Smith und Cumpsty (1984)
zusammen, dass
”
part of the difficulty in understanding the operation of the treatment is
the ignorance surrounding the cause of stall in even a smooth wall compressor“. Auf Basis
einfacher stall Mechanismen durch Ablo¨sung der Schaufelgrenzschicht bei großer Inzidenz
z.B. nach Emmons et al. (1955), wie sie auch Mikolajczak und Pfeffer (1974) bei ihrer Er-
kla¨rung der Wirkmechanismen durch tip-loading verwenden, ließen sich die Vorga¨nge nicht
erkla¨ren.
Erst Greitzer et al. (1979) konnten mit Hilfe eines relativ einfachen Experiments zeigen, dass
die Wirkungsweise der Casing-Treatments eher in der Gesundung der Geha¨usegrenzschicht
und der Vermeidung von wall-stall, als im Verhindern eines zweidimensionalen blade-stalls
aufgrund der zu großen Diffusion bei der Profilumstro¨mung zu suchen ist. Die Unterscheidung
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zwischen blade- und wall-stall wurde dabei als eine Vereinfachung mo¨glicher Extrema der
tatsa¨chlich vorliegenden Stro¨mungsverha¨ltnisse angenommen und es wurde z.B. nicht na¨her
auf den Radialspaltwirbel eingegangen. Fu¨r den blade-stall wurde angenommen, dass es sich
mehr oder weniger um ein zweidimensionales Pha¨nomen, a¨hnlich einer Kaskade, handelt,
wa¨hrend der wall-stall durch eine evtl. sogar abgelo¨ste Geha¨useblockage hervorgerufen wird.
Zur Quantifizierung der Ablo¨seneigung der Geha¨usegrenzschichten wurde die Verzo¨gerung
mit Hilfe der de-Haller-Zahl (de Haller (1953)) beschrieben, als Maß fu¨r die Schaufeldiffusion
und die Neigung zum blade-stall kam die Diffusionszahl nach Lieblein et al. (1953) zum Ein-
satz. Fu¨r einen festen statischen Druckanstieg, gemessen anhand der de-Haller-Zahl, variierten
Greitzer et al. das Teilungsverha¨ltnis zwischen 0.5 und 1. Sie konnten zeigen, dass das Casing-
Treatment bei dem Teilungsverha¨ltnis 0.5 und einer geringen Diffusionszahl effektiv arbeitete,
wa¨hrend es bei dem gro¨ßeren Teilungsverha¨ltnis von 1 und einer entsprechend gro¨ßeren Dif-
fusion der Schaufeln keine Vorteile aufwies. Die Schlussfolgerung, dass Casing-Treatments
nur im Falle von wall-stall wirken und arbeiten ko¨nnen, bot eine gute erste Einscha¨tzung,
um die Effektivita¨t eines Casing-Treatments zu evaluieren und bildete somit eine wichtige
Grundlage fu¨r weitergehende Untersuchungen zu der Wirkungsweise von Casing-Treatments.
In ju¨ngerer Zeit intensivierten sich die Untersuchungen zum Einfluss von Casing-Treatments
auf die Rotorradialspaltstro¨mung und der geha¨usenahen Blockage. So benutzen Crook et al.
(1993), Cho (1995) und auch Khalsa (1996) die Analyse der Blockage in Analogie zur Ver-
dra¨ngungsdicke nach Khalid (1995), um die Effektivita¨t von Casing-Treatments zu beurteilen.
Pixberg et al. (2013) verwendeten einen leicht anderen Ansatz fu¨r die Blockagebestimmung
und korrelierten den Gewinn an Pumpgrenzabstand mit der ¨Anderung der Blockagereduktion
bei sich a¨nderndem Durchfluss.
Eine weitere Erkenntnis fru¨herer Untersuchungen war die Tatsache, dass die Erho¨hung des
mo¨glichen Druckverha¨ltnisses bzw. der Verringerung des Durchflusses beim stall immer mit
Wirkungsgradeinbußen einhergingen. Fu¨r die typischerweise mittig u¨ber den Rotorschaufeln
platzierten Axialnuten konnten Fujita und Takata (1984) durch die Vermessung vieler einfa-
cher Geometrien mit unterschiedlichen Proportionen einen einfachen linearen Zusammenhang
zwischen den Wirkungsgradeinbußen und dem Gewinn an Pumpabstand nachweisen. Erst in
Seitz (1999) gelang es, durch eine Verlagerung der axialen Position der Axialnuten wirkungs-
gradneutral zu operieren. Neben
”
konventionellen“Axialnuten mittig u¨ber dem Rotor wurde
auch eine Konfiguration getestet, bei welcher die Casing-Treatments nur 25% der axialen Ro-
torsehne u¨berdecken und die restlichen 75% stromauf des Rotors liegen. Die Wahl der axialen
Position ging dabei auf Patente von Ivanov et al. (1989) und Gelmedov et al. (1994) zuru¨ck.
Erste wissenschaftliche Untersuchungen zu diesen Patenten wurden von Azimian et al. (1990)
durchgefu¨hrt, wobei die axiale ¨Uberdeckung mit dem Rotor zwischen 19-79% variiert wurde.
Dabei verhielten sich alle untersuchten Geometrien wirkungsgradneutral, jedoch ließen sich
sowohl das maximale Druckverha¨ltnis als auch die Pumpgrenzerweiterung durch die Wahl der
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axialen ¨Uberdeckung einstellen. Seitz’ (1999) Ergebnisse bildeten insofern eine Neuerung,
als dass der wirkungsgradneutrale Betrieb zum ersten Mal mit kompakten einfachen Axialnu-
ten und ohne komplizierte, relativ große Casing-Treatments mit Umlenkblechen verwirklicht
werden konnte.
Spa¨tere Entwicklungen nehmen von den relativ einfach gearteten Axialnuten Abstand
und untersuchen weitere stro¨mungsoptimierte Formen. Aufbauend auf den Untersuchun-
gen von Seitz untersuchten beispielsweise Wilke und Kau (2004), Wilke (2005) und Dan-
ner et al. (2009) halbkreisfo¨rmig abgerundete Casing-Treatments unterschiedlicher axialer
¨Uberlappung mit einer Beschaufelung speziell fu¨r den Einsatz mit einem transsonischen Ro-
tor. Eine weitere leicht modifizierte Art der axial-skewed-slot Casing-Treatments wurde von
Zhu und Chu (2005) und Lu et al. (2006) unter dem Namen bend-skewed-slots eingefu¨hrt.
Neben der u¨blichen Umfangsneigung weisen die Nuten nun auch in axialer Richtung einen
Knick auf. Eine experimentelle und numerische Detailuntersuchung zu diesen bend-skewed-
slots fu¨r einen transsonischen Verdichter sind beispielsweise in Schnell et al. (2008) sowie
Voges et al. (2008) zu finden.
Modernere Casing-Treatment-Geometrien, wie beispielsweise nach dem MTU Patent Seitz
(2005), vereinen zum einen die wichtigsten Merkmale der Axialnuten in Form der Umfangs-
neigung, die axiale Positionierung nach Seitz (1999), gerundete stro¨mungsangepasste Formen
a¨hnlich Wilke (2005), kleine Schaufeln als Ersatz der einfachen bend slots aus Zhu und Chu
(2005) sowie die Kombination mit Umfangsnuten zur Beeinflussung der Radialspaltwirbeltra-
jektorie. Untersuchungen dieser Geometrien in Zscherp (2008), Brignole (2009) und Kro¨ckel
(2013) zeigen den erheblichen Gewinn an Pumpgrenze bei gleichzeitiger Verlustminimierung
auf.
Zusammenfassende Beobachtungen und Wirkungsweise von
Casing-Treatments
An dieser Stelle sollen einige der Beobachtungen aus der Literatur in stark komprimierter
Form zentral zusammengefu¨hrt werden, um sich in Kapitel 7 auf diese Pha¨nomene berufen zu
ko¨nnen. Weiterhin wird auf die Wirkungsweise der Casing-Treatments eingegangen.
Der Einfluss der Mach- und Reynolds-Zahl ist, zumindest in der Abwesenheit von starken
Sto¨ßen, zuna¨chst weniger bedeutend und dasselbe Casing-Treatment kann durchaus auch bei
nicht-a¨hnlichen Stro¨mungen effektiv arbeiten (Cumpsty (1990), Zscherp (2008)). Anderer-
seits muss die Anwendung desselben Casing-Treatments bei einer anderen Verdichterkonfigu-
ration nicht zwingend mit derselben Erweiterung des Betriebsbereichs einhergehen (Pixberg
et al. (2013)).
Die Umfangsneigung der Casing-Treatments und der Drall des wiedereintretenden Fluids
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scheint einer der wichtigsten Parameter bei Casing-Treatments zu sein und eine falsche
Neigung kann sogar eine Verschlechterung bzgl. einer Betriebsbereicherweiterung bedeu-
ten (Cumpsty (1990), Takata und Tsukuda (1977)). Gleichzeitig wurde schon sehr fru¨h ein-
stimmig von einer Erho¨hung des relativen Totaldrucks im Geha¨usebereich (Greitzer et al.
(1979), Cheng et al. (1983), Takata und Tsukuda (1977), Seitz (1999)) und einer Redukti-
on der geha¨usenahen Blockage berichtet. So kann ein Casing-Treatment vor allem dann ef-
fektiv arbeiten, wenn die lokale ¨Anderung der Blockage in Geha¨usena¨he bei ¨Anderung des
Durchflusses groß ist (Cumpsty (1990)). Dies ist wohl a¨hnlich der Feststellung, dass Casing-
Treatments vor allem nahe der Pumpgrenze wirksam werden. In Zscherp (2008) und Emmrich
(2009) wird dies zusa¨tzlich auf einen gestiegenen Druckgradienten zwischen Ein- und Aus-
blasung aus dem Casing-Treatment zuru¨ckgefu¨hrt, welcher fu¨r eine bessere Durchstro¨mung
sorgt. Auch die Tatsache, dass die Effektivita¨t von Casing-Treatments mit steigendem Radial-
spalt im gleichen Maße mit anwa¨chst (Cumpsty (1990)), ko¨nnte auf dasselbe Pha¨nomen einer
gro¨ßeren Effektivita¨t bei einer gro¨ßeren Blockage hindeuten.
Zu der Bedeutung instationa¨rer Effekte gibt es gegensa¨tzliche Meinungen (Smith und Cumps-
ty (1984), Crook et al. (1993), Seitz (1999), Emmrich (2009)). Allerdings fußen diese Fest-
stellungen entweder auf vorsichtigen Schlussfolgerungen (
”
tentative conclusion“, Smith und
Cumpsty (1984)), Simulationen mit ku¨nstlicher Abschaltung instationa¨rer Terme oder sie be-
ziehen sich auf die durch instationa¨re Druckgradienten getriebene Durchstro¨mung der Casing-
Treatments, ohne dass eine quantitative Aussage getroffen werden kann, so dass dieser Aspekt
nicht vollsta¨ndig gekla¨rt ist. Weiterhin zeigten Brignole et al. (2008), dass die Verwendung
von in Umfangsrichtung geneigten Axialnuten unweigerlich zu einer ¨Anderung des Dralls, der
Rothalpie und damit auch der spezifischen Arbeit der Stufe fu¨hrt. Wie in Kapitel 7 gezeigt, ist
die Gro¨ße der Rothalpiea¨nderung auch durch den instationa¨ren Arbeitsumsatz beeinflusst, so
dass stationa¨re Betrachtungen mit konstanter Rothalpie des ein- und ausstro¨menden Fluids,
wie beispielsweise von Cho (1995) fu¨r die einfachere Simulationen angenommen, wichti-
ge Aspekte der Casing-Treatments vernachla¨ssigen. Wolfrum (2010) hingegen verfolgt einen
Ansatz, bei dem die periodische Instationarita¨t mit Hilfe deterministischer Spannungen auch
in stationa¨en Simulationen beru¨cksichtigt werden ko¨nnen.
Bezu¨glich der Wirkungsweise axial verschobener und auch hier verwendeter Casing-
Treatments sind mehrere, zum Teil auch gegenla¨ufige Erkla¨rungen und Beobachtungen in der
Literatur zu finden. Von mehreren Autoren wurde zum Teil schon sehr fru¨h der Haupteinfluss
der Casing-Treatments auf die Reduktion von Blockage zuru¨ckgefu¨hrt (Takata und Tsukuda
(1977), Cheng et al. (1983), Crook et al. (1993)). Bei a¨lteren, mittig u¨ber dem Rotor platzier-
ten Axialnuten wurde dabei die Wichtigkeit und Bedeutung der Absaugung und Einblasung
bis zu der Arbeit von Lee und Greitzer (1990) unterschiedlich gedeutet und bewertet (Taka-
ta und Tsukuda (1977), Cheng et al. (1983) oder Smith und Cumpsty (1984), Johnson und
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Greitzer (1987)). In der prima¨ren Auswirkung jedoch bestand Einigkeit in der Wichtigkeit der
Erho¨hung des relativen Totaldrucks und der damit verbundenen Reduzierung der Blockage
(Greitzer et al. (1979), Cheng et al. (1983), Takata und Tsukuda (1977)). Fu¨r modernere axi-
al u¨ber die Vorderkante verschobene Casing-Treatments sind mehrere Erkla¨rungsansa¨tze zur
Wirksamkeit zu finden. Zum einen erlauben die Casing-Treatments die radiale Verlagerung
lokaler Ru¨ckstro¨mgebiete aus der Hauptstro¨mung hinaus (Azimian et al. (1990), Seitz (1999),
Zscherp (2008)) und zum anderen wird durch die pulsierende Beeinflussung der ausgeblase-
nen Jetstro¨mung die Bildung und die Trajektorie des Spaltwirbels beeinflusst (Mu¨ller (2011),
Brignole (2009), Emmrich (2009)).
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5. Randbedingung fu¨r zellzentrierte
Finite-Volumen-Verfahren
Dieses Kapitel behandelt die notwendigen Adaptionen von Giles’ Randbedingung fu¨r das
hier verwendete zell-zentrierte Finite-Volumen-Verfahren. Nach einer kurzen Einleitung zu
den Unterschieden und der Notwendigkeit dieser Anpassungen gehen die Abschnitte 5.2 bis
5.4 na¨her auf die verfolgten Lo¨sungsstrategien und deren Implementierung ein.
5.1. Problemformulierung
Anders als die lokalen instationa¨ren Randbedingungen sind die von Giles beschriebenen
und in Kapitel 4.1.2.1 zusammengefassten stationa¨ren, nicht-lokalen Randbedingungen fu¨r
Turbomaschinen im Rahmen der linearisierten Eulergleichungen exakt. Allerdings wird
ihre Anwendung in zell-zentrierten Verfahren durch die notwendige Rekonstruktion des
Stro¨mungszustands auf der Zellwand entsprechend dem Vorgehen aus Kapitel 3.2.2 er-
schwert.
Dies la¨sst sich verdeutlichen, indem die notwendige Korrektur der primitiven
Stro¨mungsgro¨ßen auf dem Rand aus der Aktualisierungsvorschrift (4.5) als
pn+1f,target = p
n
f + σR1d
[
δcn+11d,f + δc˜
n+1
1d,f
] (5.1)
= pnf + σR1d
[
P in
(
δcn+11d,f + δc˜
n+1
1d,f
)
+ P outδcn+11d,f
] (5.2)
ausgeschrieben und zusammengefasst wird. Da die Randbedingungsbehandlung nach dem Ite-
rationsschritt des inneren Schemas aufgerufen wird, beschreibt diese Gleichung den korrekten
Stro¨mungszustand auf dem Rand im Kontext eines expliziten Pseudozeitschrittverfahrens mit
den ¨Anderungen von dem letzten Zeitschritt n auf den aktuellen Zeitschritt n+ 1. Der erste
Term P in
(
δcn+11d,f + δc˜
n+1
1d,f
)
stammt aus Giles’ Theorie und beschreibt die notwendigen hin-
einlaufenden charakteristischen ¨Anderungen zum Einhalten der Randbedingungen entspre-
chend den Gleichungen (4.9) und (4.20). Der zweite TermP outδcn+11d,f = P outL1dδpn+1f hinge-
gen gibt den hinauslaufenden charakteristischen Anteil der ¨Anderung des Stro¨mungszustands
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δpn+1f auf dem Rand wieder. Im Falle eines knoten-zentrierten Lo¨sers wird diese ¨Anderung
vom letzten auf den aktuellen Zeitschritt bereits vom inneren Lo¨ser bestimmt und in dem ent-
sprechenden Knoten gespeichert, so dass dieser Term von Giles zu Null gesetzt wird. Im Falle
eines zell-zentrierten Lo¨sers hingegen wird die ¨Anderung der Stro¨mung nur im Inneren der
letzten Zelle berechnet. Die gewu¨nschte ¨Anderung der Randwerte
P outδcn+11d,f = P
outL1dδp
n+1
f = P
outL1d
(
pn+1f − pnf
) (5.3)
beno¨tigt die Kenntnis des Stro¨mungszustands auf dem Rand zum na¨chsten Zeitschritt pn+1f .
Diese ¨Anderung wiederum basiert fu¨r das MUSCL-Schema im Allgemeinen auf den Daten
der Geisterzellen, die im Rahmen der Randbedingungsbehandlung erst noch berechnet werden
mu¨ssen. Eine einfache explizite Lo¨sung dieser Zirkelbeziehung ist damit nicht mo¨glich.
Ein ganz a¨hnliches Problem ergibt sich bei der Einhaltung der nichtreflektierenden Bedingung
aus den Gleichungen (4.15) bzw. (4.17). In ihrer einfachsten Formulierung
P inLpˆn+1f,target = 0 (5.4)
besagt diese, dass keine Sto¨rung in Form von zweidimensionalen Moden cˆ = Lpˆf in
das Stro¨mungsgebiet eintreten. Giles formt dies in eine Bestimmungsgleichung der Fourier-
transformierten, eindimensionalen Charakteristiken auf dem Rand um. Das Auflo¨sen dieses
linearen Systems (4.17) nach den hineinlaufenden Charakteristiken liefert
cˆn+11d,f,in,target = P
incˆn+11d,f,target = −
[
P inLR1d
]−1
P inLR1dP
outcˆn+11d,f (5.5)
und letztendlich die von Giles (1988) angegebenen Beziehungen. Damit la¨sst sich die kor-
rekte Verteilung der hineinlaufenden, eindimensionalen Charakteristiken P incˆn+11d,f,target in
Abha¨ngigkeit der hinauslaufenden Charakteristiken P outcˆn+11d,f bestimmen. Die Kenntnis der
hinauslaufenden, charakteristischen Schwankungsgro¨ßen auf dem Rand zum Zeitschritt n+ 1
bildet damit die Grundlage zur Anwendung der nichtreflektierenden Bedingung (5.5). Gleich-
zeitig ist der Zustand cˆn+11d,f erst nach der Randbedingungsbehandlung vollsta¨ndig bekannt.
Es sei noch angemerkt, dass sich durch die Projektion P in der Rang der Matrix LR1d in
Gleichung (5.5) a¨ndert. Die Inverse existiert nur, wenn Nulleintra¨ge ignoriert werden, um ei-
ne quadratische Matrix desselben Rangs zu erhalten. Entsprechend haben die Vektoren der
hineinlaufenden Charakteristiken in Giles (1988) weniger als fu¨nf Eintra¨ge, da die hinauslau-
fenden Charakteristiken nicht mehr Teil des Vektors sind.
Nach Gleichung (5.3) und (5.5) ist fu¨r die Implementierung von Giles’ Randbedingung in ei-
nem zell-zentrierten Finite-Volumen-Verfahren eine Modellierung der hinauslaufenden, cha-
rakteristischen Gro¨ßen auf dem Rand zum na¨chsten Zeitschritt no¨tig. Zum einen werden diese
fu¨r ein stabiles Pseudo-Zeitschrittverfahren beno¨tigt und zum anderen bilden sie die Grund-
lage zur Anwendung der nichtreflektierenden Bedingung (5.5). Weiterhin sollte die Rekon-
struktion im Grenzfall einer konvergierten Lo¨sung einen eindeutigen Stro¨mungszustand be-
schreiben und gleichzeitig zusammen mit dem inneren Schema eine konsistente physikalische
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Modellierung bilden. Bisher verwendet TRACE die aus dem Pseudozeitschrittverfahren kom-
menden ¨Anderungen der hinauslaufenden, charakteristischen Gro¨ßen aus der letzten inneren
Zelle P outδcn+11d,i zur Approximation der hinauslaufenden, charakteristischen Gro¨ßen auf dem
Rand
P outδcn+11d,f = P
outδcn+11d,i . (5.6)
Bei diesem Vorgehen gibt es zwei Fehlerquellen. Zum einen wird durch die Verwendung
der eindimensionalen Charakteristiken eine Wellenausbreitung normal zum Rand impliziert
und zum anderen ist die zeitliche Integration des Pseudozeitschrittverfahrens mit Diskreti-
sierungsfehlern behaftet, die im Laufe der Simulation aufsummiert werden. Im Rahmen der
Validierung werden in Kapitel 6 die Auswirkungen dieser Fehler na¨her erla¨utert. Im Fol-
genden werden zwei neue Vorgehen zur Rekonstruktion der Randwerte aufgezeigt, die diese
Fehlerquellen vermeiden ko¨nnen.
Wie schon die eigentlichen Randbedingungen basiert die im Rahmen dieser Arbeit gewa¨hlte
Strategie fu¨r die Rekonstruktion der Randwerte wiederum auf einer charakteristischen Be-
trachtung der linearisierten Eulergleichungen. Im Gegensatz zum nichtlinearen upwinding
erlaubt die lineare Superposition der einzelnen Wellen eine einfache, direkte Bestimmung
der beno¨tigten Randwerte als Voraussetzung zur Anwendung von Giles’ Theorie. Als Aus-
gangspunkt dieses Kapitels kann dabei die Gleichung (5.1) aufgefasst werden. Zuna¨chst wird
in Abschnitt 5.2 auf die notwendigen charakteristischen ¨Anderungen der gemittelten Grund-
stro¨mung eingegangen, bevor in den Abschnitten 5.3 und 5.4 zwei unterschiedliche Behand-
lungen der Schwankungsterme eingefu¨hrt werden.
5.2. Eindimensionale Randbedingung fu¨r die
Grundstro¨mung
Um eine mo¨glichst a¨hnliche Formulierung zu Giles’ urspru¨nglicher Theorie zu erhalten, wird
auch hier die gemittelte Stro¨mung mit einer Umfangswellenzahl l = 0 als Sonderfall be-
handelt, bei dem die hineinlaufenden, charakteristischen ¨Anderungen durch die Randbedin-
gungen des Benutzers vorgegeben und mit einem Newton-Raphson Schema eingehalten wer-
den.
Anders als in Giles’ Vorgehen aus Kapitel 4.1.2.1 (Seite 43) sind die hinauslaufenden mitt-
leren charakteristischen ¨Anderungen P outδcn+11d,f im Falle des zell-zentrierten Lo¨sers jedoch
nicht zwingend Null. Stattdessen wird der einfache Advektionscharakter der charakteristi-
schen Gro¨ßen aus Abschnitt 2.3.1 explizit vorgegeben. Ziel ist es, dass die Amplitude der
hinauslaufenden charakteristischen Gro¨ßen aus dem Inneren auf den Rand advektiert und dort
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denselben Wert annimmt. Um diese zusa¨tzliche Bedingung einzuhalten, muss das Residuum
aus dem urspru¨nglichen Ansatz (4.9) zusa¨tzliche Eintra¨ge fu¨r die vorgegebenen hinauslaufen-
den Charakteristiken enthalten. Damit lauten diese neuen Residuen nun
Rmp = P
in

∆ρ
∆cn
∆cs
∆cuabs
∆p
+ P
out∆c1d (5.7)
fu¨r eine Mischungsebene sowie
Rein,aus = P
in

p (s− sref)
ρa (cs − cn tanαs,ref)
ρa
(
cuabs − cn tanαu,ref
)
ρ
(
ht,abs − ht,abs,ref
)
p− pref
+ P
out∆c1d (5.8)
im Falle eines Ein- oder Austritts. In beiden Fa¨llen bezeichnet P out∆c1d dabei die Differenz
der Amplitude des momentanen Randwertes mit dem gewu¨nschten Wert aus dem Inneren.
Mit Hilfe dieser Residuen ergibt sich die beno¨tigte ¨Anderung der mittleren charakteristischen
Gro¨ßen auf dem Rand durch die Newton-Raphson Iteration
δcn+11d,f = −
(
∂R
∂c1d
)
R (5.9)
zu
δcn+11d,f,ein =
1
Q

−Q 0 0 0 0
tanαu
γ−1
Mu tanαu −Q M s tanαu − tanαu tanαu
tanαs M
u tanαs M
s tanαs −Q − tanαs tanαs
2
γ−1
2Mu 2M s −2 2−Q
0 0 0 0 −Q
Rein
Q = 1 +Mn +Mu tanαu +M
s tanαs (5.10)
fu¨r einen Eintritt und
δcn+11d,f,aus =

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 1 −2
Raus (5.11)
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fu¨r einen Austritt. Wie schon bei Giles’ urspru¨nglichem Schema ist die Bestimmung der mitt-
leren charakteristischen ¨Anderungen fu¨r eine Mischungsebene trivial, da mit
∂
(
P inRmp
)
∂c1d
= P inR1d (5.12)
und
∂
(
P outRmp
)
∂c1d
= P outI (5.13)
Eintra¨ge der bekannten rechten Eigenvektor- und der Einheitsmatrix verwendet werden
ko¨nnen.
Ein Vergleich mit den urspru¨nglichen Matrizen aus (4.11) und (4.13) zeigt eine starke
¨Ahnlichkeit, da das Residuum zur Bestimmung der hineinlaufenden mittleren Charakteris-
tiken beibehalten wurde. Am Beispiel des Austritts ist der Einfluss des zusa¨tzlichen Resi-
duums leicht nachzuvollziehen. Die ¨Anderung der fu¨nften hineinlaufenden Charakteristik ist
nun nicht mehr nur von der Differenz des statischen Drucks zum Referenzwert abha¨ngig, son-
dern wird auch durch die ¨Anderung der hinauslaufenden Drucksto¨rung in Form der vierten
Charakteristik beeinflusst.
5.3. Zweidimensionale nicht-lokale Randbedingung
mit charakteristischer Rekonstruktion
Wie schon in der Einleitung angedeutet, wird in Gleichung (5.5) zur korrekten Bestimmung
der hineinlaufenden Charakteristiken P incˆn+11d,f,target die Kenntnis der hinauslaufenden Charak-
teristiken P outcˆn+11d,f vorausgesetzt. Fu¨r den ersten Ansatz zur Rekonstruktion dieser Werte
fu¨r zell-zentrierte Verfahren soll, analog zu der Mittelwertbehandlung, eine Advektion der
eindimensionalen Charakteristiken aus dem Inneren (Index i) normal zum Rand (Index f )
entsprechend
P outcˆn+11d,f = P
outcˆn+11d,i (5.14)
angenommen werden. Die Bestimmung der hineinlaufenden charakteristischen Schwan-
kungsgro¨ßen nach Gleichung (5.5) lautet damit
cˆn+11d,f,in,target = P
incˆn+11d,f,target = −
[
P inLR1d
]−1
P inLR1dP
outcˆn+11d,i (5.15)
und erlaubt eine einfache, fast originalgetreue Implementierung von Giles’ urspru¨nglichen
Randbedingungen.
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Wie bereits in Kapitel 2.3 angesprochen, kann die eindimensionale Advektion der Charak-
teristiken als Grenzfall der zweidimensionalen Theorie aufgefasst werden, bei der alle Wel-
lenzahlen l > 0 vernachla¨ssigt und somit Wellen tangential zum Rand nicht erfasst werden.
Durch den ¨Ubergang zu einzelnen modalen Wellen im Fourierbereich aus Kapitel 2.3.2 ist
eine Betrachtung des Fehlers bei einer eindimensionalen Advektion normal zum Rand auch
ohne eine exakte Lo¨sung mo¨glich. Durch Einsetzen einer Fourier-Mode in die linearisierten
Eulergleichungen (2.46) ergibt sich die ¨Anderung normal zum Rand als
∂pˆ
∂n
= −j (ωa−1 + la−1b) pˆ . (5.16)
Dies a¨hnelt der Dispersionsrelation (2.63), bei der die ¨Anderungen in Normalenrichtung nicht
transformiert wurden. Aus der Diagonalisierung (2.65) fu¨r den eindimensionalen Fall l = 0
la¨sst sich
ωa−1 = R1dΛ(l=0)L1d (5.17)
ersetzen und so die eindimensionalen Charakteristiken in Gleichung (5.16) entsprechend
∂cˆ1d
∂n
= −j (Λ(l=0)cˆ1d + lL1da−1bpˆ) (5.18)
einfu¨hren. Diese Formulierung ist analog zu den Kompatibilita¨tsbeziehungen im Ortsbereich
aus Nicoud (1998). Im eindimensionalen Fall wird der Term lL1da−1bpˆ Null und Glei-
chung (5.18) ist fu¨r jede Komponente entkoppelt. Da fu¨r die Eigenvektormatrix
Λ(l=0) = 0 (5.19)
gilt (siehe Giles (1988) oder Anhang A.3, Gleichung (A.31)), entspricht dies der einfachen
Advektion in Normalenrichtung mit konstanten charakteristischen Amplituden. Die unmit-
telbar postulierte Advektion der charakteristischen Gro¨ßen aus Gleichung (5.14) folgt damit
direkt aus Gleichung (5.18)
∂cˆ1d
∂n
= −jlL1da−1bpˆ (5.20)
unter Vernachla¨ssigung der Terme lL1da−1b. Dagegen mu¨ssen bei der Sonderbehandlung des
Mittelwerts mit zusa¨tzlichen Residuen (5.7) und (5.8) keine Terme vernachla¨ssigt werden, da
einzig die nullte Mode beru¨cksichtigt wird.
Zusammenfassend la¨sst sich festhalten, dass abgesehen vom Mittelwert mit l = 0 der Feh-
ler bei der Integration aus dem Inneren auf den Rand unter Vernachla¨ssigung von lL1da−1b
proportional zu
∆cˆ1d ∼ lL1da−1b∆n (5.21)
ist. Damit kann der Fehler unmittelbar durch die Dicke der letzten Zelle normal zum Rand
beeinflusst werden.
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5.4. Zweidimensionale nicht-lokale Randbedingung
mit modaler Rekonstruktion
Anstelle der vorherigen einfachen, eindimensionalen Rekonstruktion verwendet der zweite
Ansatz direkt die zweidimensionale Zerlegung aus Kapitel 2.3.2, so dass die linearisierten
Eulergleichungen durch die Verwendung der zweidimensionalen Moden aus Gleichung (2.67)
unmittelbar entkoppelt werden ko¨nnen. Wird die Spektralzerlegung (2.65)(
ωa−1x + la
−1
x b
)
= RΛL (5.22)
in die Eulergleichung (5.16) eingefu¨hrt, ergibt sich die Form(
∂
∂n
+ jΛ
)
Lpˆ = 0 (5.23)
fu¨r das entkoppelte Verhalten der zweidimensionalen Moden normal zum Rand (vgl.
Gleichung (2.66)). Fu¨r eine Rekonstruktion vom Zellinneren zum Rand genu¨gt es, Glei-
chung (5.23) normal zum Rand aufzuintegrieren. Anders als in Gleichung (5.18) ist dies un-
mittelbar mo¨glich und die zweidimensionalen Moden auf dem Rand ergeben sich zu
cˆf = Lpˆf = Lpˆie
−jΛ∆n
2 . (5.24)
Abha¨ngig von den im Allgemeinen komplexen Eigenwerten Λ erfahren die einzelnen Moden
einen Phasenversatz und/oder ein Abklingen der Amplitude. Entsprechend der stationa¨ren
Eigenwerte aus Anhang A.3
Λ =

cu
cn
l 0 0 0 0
0 c
u
cn
l 0 0 0
0 0 c
u
cn
l 0 0
0 0 0 −a2β+cncu
a2−(cn)
2 l 0
0 0 0 0 a
2β−cncu
a2−(cn)
2 l

(5.25)
ist der Imagina¨rteil der ersten drei Entropie- und Vorticity-Moden Null, so dass die Amplitude
normal zum Rand konstant bleibt. Dies entspricht dem reibungsfreien Transport bei konstanter
Entropie. Der Phasenversatz fu¨r die ersten drei Eigenwerte ist proportional zum konvektiven
Transport in Umfangsrichtung
∆u ∼ c
u
cn
∆n . (5.26)
Die beiden Eigenwerte der Druck-Moden enthalten im Allgemeinen einen Imagina¨rteil und
erfahren aufgrund dessen eine Vera¨nderung der Amplitude. Dies entspricht dem bekannten
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Abklingen von Drucksto¨rungen fu¨r cut-off Moden. Nach der Rekonstruktion der zweidimen-
sionalen Moden auf dem Rand entsprechend Gleichung (5.24) und der Umrechnung modaler
in primitive Sto¨rungen, kann Giles’ urspru¨ngliche Theorie aus Gleichung (5.5) wieder an-
gewendet werden. Die beno¨tigten hinauslaufenden charakteristischen Variablen ko¨nnen nun
direkt aus Gleichung (5.24)
cˆn+11d,f = L1dRcˆ
n+1
f (5.27)
= L1dR
[
Lpˆn+1i e
−jΛ∆n
2
]
(5.28)
entnommen werden.
Ein abweichendes, bezu¨glich der Implementierung einfacheres, Vorgehen verzichtet auf das
von Giles vorgeschlagene Vorschreiben der korrekten hineinlaufenden eindimensionalen Cha-
rakteristiken und verwendet stattdessen direkt die zweidimensionalen Moden. Die modale
Zerlegung des primitiven Stro¨mungszustands auf dem Rand in hinein- und hinauslaufende
Moden liefert dafu¨r
pˆf = RP
outLpˆf +RP
inLpˆf . (5.29)
Dies ist a¨hnlich zum Vorgehen aus Gleichung (3.10) fu¨r ein lineares Godunov Schema, in dem
der Zustand auf der Zellwand aus links- und rechtslaufenden Wellen zusammengesetzt wird.
Interessanterweise sagt die nichtreflektierende Bedingung (5.4) gerade, dass es keine hinein-
laufenden Moden geben darf. Gleichung (5.29) kann damit fu¨r den konvergenten Zustand
auch als
pˆf,target = RP
outLpˆf (5.30)
geschrieben werden. Fu¨r eine Implementierung mit einem Pseudozeitschrittverfahren wie zu-
vor la¨sst sich die ¨Anderung des Zustands auf dem Rand als
δpˆn+1f = σ
(
pˆn+1f,target − pˆnf
) (5.31)
= σ
(
RP outLpˆn+1f − pˆnf
) (5.32)
zusammenfassen. Der modale Zustand auf dem Rand cˆn+1f = Lpˆn+1f la¨sst sich dabei analog
zu Gleichung (5.24) durch Integration aus dem Inneren auf den Rand mit
Lpˆn+1f = Lpˆie
−jΛ∆n
2 (5.33)
ausdru¨cken. Nach der inversen Fouriertransformation la¨sst sich der neue Zustand auf dem
Rand fu¨r die Aktualisierung der Geisterzellen wie zuvor mit Gleichung (4.3) bestim-
men. Fu¨r eine direkte Implementierung wird in Anhang A.4 der ausformulierte Zustand
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pˆn+1f,target = RP
outLpˆn+1f aus Gleichung (5.31) in voller Form angegeben. Im Rahmen die-
ser Arbeit wurde zur Lo¨sung von Gleichung (5.31) letztendlich unmittelbar die in Frey et al.
(2012) und Kersken et al. (2014) implementierte Matrizen verwendet.
Bei diesem Vorgehen ist anzumerken, dass Giles absichtlich die Verteilung der eindimensiona-
len Charakteristiken vorgibt, da zumindest fu¨r den eindimensionalen Fall die Konvergenz si-
chergestellt werden kann. Beide Vorgehensweisen wurden im Rahmen der Arbeit getestet und
auch das direkte Vorschreiben der zweidimensionalen Moden fu¨hrte in allen Fa¨llen zur Kon-
vergenz. Mo¨glicherweise liegt dies an dem diffusiveren Schema aufgrund der verwendeten
Navier-Stokes Gleichungen im Gegensatz zu dem in Giles (1991) verwendeten Eulerlo¨ser.
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Randbedingungsformulierungen
Im Rahmen der Validierung werden die im Kapitel 5 beschriebenen Randbedingungsformulie-
rungen anhand zweier Testfa¨lle untersucht. Da beide Formulierungen auf dieselbe nichtreflek-
tierende Bedingung nach Gleichung (5.4) zuru¨ckgehen und damit Giles’ zweidimensionaler,
stationa¨rer Randbedingung entsprechen, wird zur Unterscheidung die Art der Rekonstruktion
der Randwerte herangezogen. Die Formulierung anhand der eindimensionalen charakteristi-
schen Rekonstruktion nach Kapitel 5.3 wird im Folgendem Char. RB und die modale Rand-
bedingungsformulierung aus Kapitel 5.4 Modale RB genannt.
Anhand des T106A Turbinenprofils wird na¨her auf die Unterschiede der beiden vorgestell-
ten Formulierungen eingegangen und der Vorteil der modalen Rekonstruktion aufgezeigt. Die
Fa¨higkeit der neuen Randbedingungen fu¨r Mehrstufenrechnungen mit Hilfe von Mischungs-
ebenen wird mit Hilfe eines 2.5-stufigen Verdichters getestet. Gleichzeitig treffen die Rand-
bedingungen z.T. an die Grenzen der zugrunde liegenden linearisierten Eulergleichungen und
der Vorteil des charakteristischen bzw. modalen upwinding wird na¨her aufgezeigt.
6.1. Turbinenkaskade T106A
Anhand des Turbinenprofils T106A aus Hoheisel (1990) sollen der Einfluss und die Unter-
schiede der beiden Randbedingungsformulierungen aufgezeigt werden. Das Vorgehen ent-
spricht dabei weitestgehend dem aus Robens et al. (2013). Das verwendete Netz ist in Abb. 6.1
gezeigt. Eine Konvergenzstudie fu¨r das Netz wurde nicht durchgefu¨hrt, da an dieser Stelle
nicht na¨her auf die Physik der Schaufelumstro¨mung eingegangen wird. Wie gezeigt wird, ist
das gro¨bere Netz fu¨r den Vergleich der beiden Randbedingungsformulierungen sogar hilf-
reich. Eine Untersuchung fu¨r das T106A mit TRACE und der bisherigen Randbedingungs-
implementierung entsprechend Gleichung (5.6) ist beispielsweise in Ciorciari et al. (2013) zu
finden. Um eine Referenzlo¨sung am Austrittsrand zu erhalten, wird an das eigentliche Netz
ein weiterer Block angehangen. Dieser ist in Abb. 6.1 grau markiert und wird im Folgenden
als Referenz bezeichnet. Bei Auswertungen auf dem eigentlichen Rand wird immer noch diese
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Referenzlo¨sung mit dargestellt.
Abb. 6.1.: Netz fu¨r den T106A Testfall. Der zusa¨tzliche graue Block dient zur Bestimmung
einer Referenzlo¨sung ohne den Einfluss der Randbedingungsformulierung
Einen ersten qualitativen Eindruck der Randlo¨sung liefert Abb. 6.2 anhand des statischen
Drucks. Fu¨r die Referenz wurde der zusa¨tzliche Austrittsblock grau hinterlegt, um einen ein-
fachen Vergleich der Isobaren mit den beiden Randbedingungen zu ermo¨glichen. Im Falle der
Char. RB sind am Rand Reflektionen erkennbar, die durch die Modale RB vermieden wer-
den ko¨nnen. Diese Reflektionen sind auch in Abb. 6.3 anhand der Umfangsverteilung des
statischen Drucks in der letzten inneren Zelle deutlich erkennbar. Die Minima und Maxima
des Drucks im Bereich der Reflektionen fallen deutlich gro¨ßer aus als fu¨r die Modale RB.
Wa¨hrend diese die Druckamplitude der Referenz bereits gut trifft, ist immer noch ein leichter
Phasenversatz im Druckverlauf erkennbar.
Da beide Randbedingungsformulierungen versuchen, dieselbe nichtreflektierende Bedin-
gung (5.4) einzuhalten, mu¨ssen die Reflektionen von den unterschiedlichen Rekonstruktionen
stammen. Eine Beeinflussung aufgrund einer evtl. unterschiedlichen Implementierung fu¨r die
Modale RB kann ausgeschlossen werden. Sowohl die direkte Vorgabe der zweidimensionalen
Moden nach Gleichung (5.30) als auch die modale Rekonstruktion mit anschließende Bestim-
mung der korrekten eindimensionalen Charakteristiken nach Giles, mit derselben Codebasis
wie die Char. RB, liefern dasselbe Ergebnis.
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000 1 2333333 444444 5555 6 7777 888 9
Char. RB Modale RB Referenz
p [Pa]
Abb. 6.2.: Konturplot des statischen Drucks im Austrittsbereich des T106A Testfalls fu¨r die
beiden Randbedingungsformulierungen sowie die Referenzlo¨sung
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Um zu zeigen, dass die Reflektionen tatsa¨chlich auf die falsche, eindimensionale, charakteris-
tische Rekonstruktion zuru¨ckzufu¨hren sind, wurde die in Abb. 6.4 gezeigte Netzverfeinerung
normal zum Austrittsrand vorgenommen. Nach Gleichung (5.21) fu¨hrt die Vernachla¨ssigung
der zweidimensionalen Terme lL1da−1b bei der Integration von Gleichung (5.18) zu einem
Anstieg des Fehlers der charakteristischen Rekonstruktion proportional zur Zelldicke normal
zum Rand. Eine Verfeinerung nach Abb. 6.4 liefert damit im Falle der Char. RB genauere Wer-
te der hinauslaufenden CharakteristikenP outcˆ1d,f . Da die nichtreflektierende Bedingung (5.5)
die beno¨tigten hineinlaufenden Charakteristiken P incˆ1d,f direkt in Abha¨ngigkeit der Hinaus-
laufenden beschreibt, kann so auch deren Fehler minimiert werden. Im Grenzfall mit unend-
lich du¨nnen Zellen ist die eindimensionale, charakteristische Rekonstruktion damit exakt. In
der Praxis sind derartig feine Netze jedoch nicht praktikabel, so dass die Modale RB hier eine
Verbesserung bzgl. der Char. RB bietet.
Verfeinerung ×1 Verfeinerung ×2 Verfeinerung ×4
Abb. 6.4.: Beispiele verschiedener Netze fu¨r die Netzverfeinerung normal zum Austritt am
T106A Testfall. Verfeinerung ×1 entspricht dem urspru¨nglichen Netz
Abb. 6.5 und Abb. 6.6 geben einen Eindruck, wie sich die Minimierung des Fehlers bei der
Rekonstruktion auf den statischen Druck am Austrittsrand auswirkt. Die Verfeinerung (×1)
entspricht dabei dem urspru¨nglichen in Abb. 6.1 gezeigten Netz. Um eine Vergleichbarkeit zu
Abb. 6.3 zu ermo¨glichen, sind die Ergebnisse fu¨r die Modale RB und der Referenz Simulation
in Abb. 6.6 ebenfalls mit dargestellt. Sowohl im Konturplot 6.5 als auch in Abb. 6.6 ist deutlich
zu erkennen, wie sich die Druckverteilung sukzessiv an die Lo¨sung der Referenz Simulation
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000 1 2333333 444444 5555 6 7777 888 9 ......
Verfeinerung ×1 Verfeinerung ×2 Verfeinerung ×4 Verfeinerung ×8
p [Pa]
Abb. 6.5.: Statischer Druck im Bereich des Austritts des T106A Testfalls fu¨r die Char. RB
und verschiedene Netzverfeinerungen
anna¨hert.
Abschließend zeigt Abb. 6.7 die Amplitude der ersten beiden Harmonischen der hineinlau-
fenden modalen Drucksto¨rung im Inneren der letzten Zelle fu¨r die verschiedenen Netze und
Randbedingungsformulierungen. Die Zellbreite normal zum Rand wurde mit dem Wert des
urspru¨nglichen, groben Netzes aus Abb. 6.1 dimensionslos gemacht. Da eine hineinlaufende
Sto¨rung von der Randbedingung gerade verhindert werden soll, kann mit einer solchen Dar-
stellung gut die Effektivita¨t der Randbedingung veranschaulicht werden. Wa¨hrend die hin-
einlaufende modale Drucksto¨rung fu¨r die Char. RB stetig absinkt, ist die Modale RB fu¨r alle
Netze in der Lage, eine fast verschwindende konstante modale Amplitude zu gewa¨hrleisten.
Durch die genauere Modellierung der Stro¨mung zwischen der letzten inneren Zelle und dem
Rand ist die Modale RB damit in der Lage, die Netzabha¨ngigkeit der Char. RB gro¨ßtenteils zu
vermeiden.
6.2. Axialverdichter
Die Tauglichkeit fu¨r die Simulation mit Mischungsebenen wird anhand eines 2.5-stufigen Axi-
alverdichters des Instituts fu¨r Strahlantriebe und Turboarbeitsmaschinen der RWTH Aachen
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Abb. 6.7.: Amplitude der ersten beiden Harmonischen der hineinlaufenden modalen
Drucksto¨rung in der letzten Zelle am Austritt des T106A Testfalls fu¨r verschie-
dene Netzauflo¨sungen und Randbedingungsformulierungen
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getestet. Gleichzeitig dient das hier vorgestellte numerische Setup in Kapitel 7 als Grundlage
fu¨r die Anwendung der Randbedingungen bei der Simulation von Casing-Treatments unter
Beru¨cksichtigung der Stufenkopplung mit Mischungsebenen.
Der in Ernst (2011) untersuchte Verdichter wurde in Anlehnung an die hinteren Stufen
eines modernen Flugzeugtriebwerk-Hochdruckverdichters ausgelegt. Da der Schwerpunkt
der Arbeit auf der numerischen Modellierung liegt und es sich bei den Casing-Treatment-
Simulationen in Kapitel 7 um rein theoretisch-numerische ¨Uberlegungen und Untersuchun-
gen handelt, wird auf einen Vergleich mit experimentellen Daten verzichtet. Eine Validie-
rung von TRACE fu¨r dasselbe Netz des Hauptgaskanals mit experimentellen Daten ist bei-
spielsweise in Kro¨ckel (2013) zu finden. Weitere Details und Beschreibungen des Pru¨fstands
ko¨nnen aus Ernst (2011) und Kro¨ckel (2013) entnommen werden. Mit Blick auf Kapitel 7 sei
hier nur erwa¨hnt, dass die zweite Laufschaufelreihe ab ca. 80% Kanalho¨he de-Haller-Zahlen
deutlich unter 0.7 bei Diffusionszahlen kleiner 0.6 aufweist. Nach Greitzer et al. (1979) ist
die Beschaufelung damit eher anfa¨llig fu¨r eine Ablo¨sung der Geha¨usegrenzschicht und we-
niger fu¨r blade-stall mit einer Ablo¨sung der Profilgrenzschicht. Diese Eignung fu¨r die An-
wendung von Casing-Treatments wurde in Kro¨ckel (2013) fu¨r die Untersuchung moderner
Casing-Treatment-Geometrien genutzt.
6.2.1. Numerisches Setup und Diskretisierungsfehler
Insgesamt hat das verwendete Netz ca. 6 · 106 finite Volumen und verwendet eine typische
OCH-Struktur. Alle Simulationen wurden mit den in Kapitel 3 beschriebenen Methoden und
Einstellungen durchgefu¨hrt. Insbesondere stellt der approximative Roe Lo¨ser mit MUSCL
Extrapolation und Entropiekorrektur eine Genauigkeit zweiter Ordnung sicher. Es wurde das
k-ω Turbulenzmodell von Wilcox mit den beschriebenen Zusa¨tzen verwendet. Die Wa¨nde
verwenden eine Wandfunktion zur Beschreibung der Grenzschicht und die umfangsgemittel-
te radiale Zustro¨mbedingungen wurden aus experimentellen Daten abgeleitet. Die Einstel-
lung des Betriebspunktes erfolgt durch die Vorgabe des statischen Drucks am Austritt unter
Beru¨cksichtigung des einfachen radialen Gleichgewichts mit der Behandlung nach Saxer und
Giles.
Die Beurteilung der Netzabha¨ngigkeit wurde a posteriori mit einer Fehlerabscha¨tzung nach
Roache (1997) durchgefu¨hrt. Der Fehler wird in Form des GCI Indikators dargestellt. In An-
lehnung an Celik et al. (2008) wurde der Sicherheitsfaktor auf 1.25 gesetzt. Schon mit Blick
auf die Casing-Treatment-Untersuchungen in Kapitel 7 wurde fu¨r die Studie als Austrittsrand-
bedingung derselbe statische Druck zur Durchfu¨hrung der Netzstudie gewa¨hlt. Eine Zusam-
menfassung der Netzabha¨ngigkeitsstudie ist in Tab. 6.1 gegeben. Der relative starke Sprung im
Totaldruckverlust zwischen den Netzen 2 und 3 scheint vor allem durch die Randbedingungen
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und der Verminderung der Zellanzahl in Umfangsrichtung gepra¨gt zu sein. Bei der Netzver-
feinerung aus Abb. 6.4 wurde die Zellanzahl in Umfangsrichtung aus diesem Grund konstant
gelassen. Als Basis fu¨r alle folgenden Simulationen wurde letztendlich das feinste Netz ver-
wendet. Der Diskretisierungsfehler fu¨r globale Gro¨ßen wie Massenstrom, Druckverha¨ltnis
oder gemittelte Stro¨mungswinkel hat eine Gro¨ßenordnung, die in Kapitel 7 eine klare Tren-
nung des Einflusses unterschiedlicher Casing-Treatment-Geometrien erlaubt. Die folgende
lokale Betrachtung der Randlo¨sung, a¨hnlich der Netzverfeinerung beim T106A Profil, zeigt
jedoch, dass vor allem in unmittelbarer Randna¨he noch ein Einfluss der Zelldicke normal
zum Rand auftritt. Der Einfluss ist hierbei jedoch nur bei der Behandlung der Schwankungs-
gro¨ßen im nichtreflektierenden Teil der Randbedingungen bemerkbar. Die eindimensionalen
flussgemittelten Gro¨ßen auf dem Rand selber sind von einer lokalen Netzverfeinerung nicht
betroffen, was die geringen Fehler in den globalen Gro¨ßen erkla¨rt.
φ = m˙/m˙ref φ = pitt φ = ∆pt [Pa] φ = ∆pt [Pa]
IGV-R1 R1-S1
Zellanzahlen erste Netz N1 6031424 6031424 6031424 6031424
Zellanzahlen zweite Netz N2 3015712 3015712 3015712 3015712
Zellanzahlen dritte Netz N3 1255282 1255282 1255282 1255282
Verju¨ngungsfaktor r21 1.414 1.414 1.414 1.414
Verju¨ngungsfaktor r32 1.550 1.550 1.550 1.550
Abha¨ngige Gro¨ße aus erstem Netz φ1 1.046 1.727 53.391 216.578
Abha¨ngige Gro¨ße aus zweitem Netz φ2 1.039 1.725 52.578 210.672
Abha¨ngige Gro¨ße aus drittem Netz φ3 0.963 1.714 26.992 311.719
Art der Konvergenz monoton monoton monoton oszillatorisch
Ordnung 5.40 4.64 7.79 6.58
gescha¨tzter relativer Fehler e21a [%] 0.639 0.078 1.522 2.727
extrapolierter Fehler e21ext[%] 1.519 0.188 3.544 6.2177
GCI21fine[%] 0.145 0.024 0.137 0.389
Tab. 6.1.: Zusammenfassung zur Abscha¨tzung des Diskretisierungsfehlers fu¨r das Passagen
Netz
6.2.2. Randlo¨sungen
Wie bereits gezeigt, sind die Char. RB und die Modale RB zumindest bei unendlich du¨nnen
Zellen normal zum Rand identisch und entsprechen dem Vorgehen von Giles. Entsprechend
fallen die Unterschiede der Randbedingungsformulierungen an den meisten Mischungsebe-
nen des Verdichters weniger deutlich aus und die Unterschiede sind nur marginal. Ausnahme
bilden dabei jedoch die Austrittsebenen der Rotoren. Die folgende Diskussion konzentriert
sich deshalb beispielhaft auf den ersten Rotor als Grundlage fu¨r die Validierung.
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Abb. 6.8 gibt einen ersten Eindruck der Unterschiede und Gemeinsamkeiten der beiden Rand-
bedingungen. Gezeigt wird der statische Druck am Ein- und Austritt des ersten Rotors auf hal-
ber relativer Kanalho¨he jeweils in den letzten Zellen, sowie auf dem Rand selber. Zusa¨tzlich
werden wieder numerisch bestimmte Referenzlo¨sungen mit abgebildet. Diese wurden aus
zusa¨tzlichen Simulationen mit verla¨ngerten Randgebieten berechnet und beinhalten somit
dieselben mo¨glichen Modellierungs- und Diskretisierungsfehler. Dies ermo¨glicht es, den Ein-
fluss der Randbedingungen isoliert betrachten zu ko¨nnen. Die Verteilung des Drucks am
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Abb. 6.8.: Druckverteilung am Ein- und Austritt des ersten Rotors bei H = 0.5 fu¨r verschie-
dene Randbedingungsformulierungen
Eintritt des ersten Rotors zeigt fu¨r die beiden Randbedingungen nur geringe Unterschiede in
der Gro¨ßenordnung der Darstellungsgenauigkeit. Gleiches gilt auch fu¨r die u¨brigen hier nicht
gezeigten Stro¨mungsgro¨ßen. Anders als am Eintritt gibt es auf dem Austrittsrand z.T. erheb-
liche Abweichungen der Lo¨sungen sowohl zwischen den beiden Randbedingungen als auch
bezu¨glich der Referenzlo¨sung. Im Folgenden wird zuna¨chst na¨her auf die Lo¨sung am Aus-
trittsrand eingegangen. Anschließend erfolgt der Vergleich mit der Lo¨sung am Eintritt und die
Diskussion mo¨glicher Gru¨nde fu¨r die besseren Ergebnisse am Eintrittsrand.
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Austrittsrand
Werden in Abb. 6.8 zuna¨chst nur die beiden Randbedingungen am Austritt miteinander vergli-
chen, fa¨llt auf, dass die Lo¨sungen auf dem Rand fu¨r die Char. RB und die Modale RB a¨hnlicher
sind als die Lo¨sungen in den letzten inneren Zellen. In beiden Fa¨llen repra¨sentiert der Zu-
stand auf dem Rand die nichtreflektierende Bedingung (5.4). Da der mittlere Zustand und
damit auch die Eigenlo¨sungen fu¨r beide Simulationen dieselben sind, mu¨ssten beide Zusta¨nde
aufeinanderfallen. Der Unterschied la¨sst sich wiederum anhand der fehlerhaften charakteris-
tischen Integration nach Gleichung (5.18) und dem dazugeho¨rigen Fehler proportional zur
Zelldicke erkla¨ren. Ohne dass dies gezeigt wird, fallen beide Randlo¨sungen im Falle einer
Netzverfeinerung normal zum Rand wieder zusammen, da dieser Fehler gerade gegen Null
strebt.
Weiterhin fa¨llt auf, dass die Unterschiede zwischen der Randlo¨sung und der letzten, inneren
Zelle fu¨r die Modale RB geringer sind als bei der Char. RB . Im Falle der modalen Rekon-
struktion kann der zu beobachtende Unterschied zwischen der inneren Zelle und dem Rand
direkt durch Gleichung (5.33) beschrieben werden. Da eine Betrachtung des zweidimensio-
nalen Verhaltens der eindimensionalen Charakteristiken mit den Kompatibilita¨tsbeziehungen
bzw. mit Gleichung (2.60) im Ortsbereich wieder gekoppelte Differentialgleichungen liefert,
la¨sst sich die starke Abweichung zwischen der inneren Zelle und dem Austrittsrand in Abb. 6.8
nicht unmittelbar explizit ermitteln. Wie bereits beim T106A Profil la¨sst sich einzig festhal-
ten, dass die innere Lo¨sung mit kleineren Zellen normal zum Rand gegen die Randlo¨sung
strebt. Die Ergebnisse einer solchen Netzverfeinerung sind in den folgenden Abb. 6.9 bis 6.11
zusammengefasst.
Zuna¨chst zeigt Abb. 6.9, a¨hnlich dem Vorgehen beim T106A, wie sich die einzelnen modalen
Amplituden am Austritt bei einer Netzverfeinerung normal zum Rand verhalten. Gezeigt wer-
den jeweils die dimensionslosen Amplituden der ersten zwanzig Harmonischen der hinauslau-
fenden Entropie-, Vorticity- und Druck-Moden in der letzten Zelle. Die Radialgeschwindigkeit
ist anna¨hernd Null und die zugeho¨rige Vorticity-Mode wird entsprechend nicht gezeigt. Eben-
falls mit dargestellt sind die Amplituden hineinlaufender Druck-Moden
∣∣P inLpˆi∣∣, welche mit
Hilfe der Randbedingungen auf dem Rand als Null vorgeschrieben werden sollen. Zumindest
fu¨r die stromablaufenden modalen Amplituden la¨sst sich anhand von Abb. 6.9 kein nennens-
werter Unterschied feststellen. Da die Randbedingungen die hinauslaufenden Moden direkt
aus der inneren Lo¨sung u¨bernehmen, ist dies nicht verwunderlich. Anders ist das Verhalten
der hineinlaufenden Drucksto¨rung. Bei dieser sind in Abb. 6.9 Unterschiede der Amplitu-
de der zugeho¨rigen Mode erkennbar. Fu¨r eine bessere Vergleichbarkeit gibt Abb. 6.10 eine
Detailansicht der hineinlaufenden Drucksto¨rungen aus Abb. 6.9 mit entsprechend angepasster
Ordinate. Dennoch ist bereits in Abb. 6.9 erkennbar, dass zumindest in einigen Fa¨llen die Am-
plituden der ersten fu¨nf Harmonischen durchaus dieselbe Gro¨ßenordnung erreichen ko¨nnen
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Abb. 6.9.: Amplitude der ersten zwanzig Harmonischen der zweidimensionalen Moden in der
letzten Zelle am Austritt des ersten Rotors fu¨r verschiedene Netzauflo¨sungen und
Randbedingungsformulierungen
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Abb. 6.10.: Amplitude der ersten zwanzig Harmonischen der hineinlaufenden modalen
Drucksto¨rung in der letzten Zelle am Austritt des ersten Rotors fu¨r verschiede-
ne Netzauflo¨sungen und Randbedingungsformulierungen
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wie die der hinauslaufenden Druck-Moden.
Wie schon in Abb. 6.7 beim T106A fu¨r die ersten beiden Harmonischen der Drucksto¨rung
zu sehen, fa¨llt die Amplitude fu¨r die Char. RB in Abb. 6.10 linear mit der Zelldicke normal
zum Rand ab. Die Modale RB kann zwar durchweg kleinere Amplituden der hineinlaufen-
den Drucksto¨rungen aufweisen, allerdings ist auch hier noch eine leichte Abha¨ngigkeit von
der Netzauflo¨sung zu erkennen. Die Auswirkung auf die Umfangsverteilung des Drucks ist in
Abb. 6.11 gezeigt. Fu¨r eine feinere Netzauflo¨sung normal zum Rand na¨hern sich beide Rand-
bedingungsformulierungen wieder aneinander an. Allerdings fallen die ¨Anderungen fu¨r die
Char. RB gro¨ßer aus. Wie bereits beim T106A Profil, zeigt die Netzverfeinerung, dass sich
-
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Abb. 6.11.: Druckverteilung am Austritt des ersten Rotors bei H = 0.5 fu¨r verschiedene
Netzauflo¨sungen und Randbedingungsformulierungen
der Fehler der Char. RB entsprechend Gleichung (5.21) verha¨lt. Anhand des Austrittsrands
wird jedoch auch deutlich, dass auch die Modale RB noch eine kleine Abha¨ngigkeit von der
letzten Zellbreite aufweist. Dies ist vermutlich auf die zugrundeliegenden Annahmen der li-
nearisierten Eulergleichungen zuru¨ckzufu¨hren, da die Modale RB nur bzgl. dieser Gleichung
exakt ist und das nichtlineare Verhalten der Stro¨mung nicht voll abbilden kann.
Die zugrundeliegenden linearisierten Eulergleichungen scheinen am Austrittsrand, un-
abha¨ngig von der genauen Randbedingung, keine ada¨quate Modellierung zu liefern. Dies tritt
besonders im direkten Vergleich mit der Referenz zutage, die weitaus geringere Schwankun-
gen des Drucks aufweist. So trifft der viskose Nachlauf des Rotors den Austrittsrand bei einer
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relativen Teilung zwischen 0.5 . θ
P
. 0.8. Gerade in diesem Bereich fallen die Abweichun-
gen in der Randlo¨sung besonders drastisch aus.
Eintrittsrand
Eine Betrachtung der modalen Amplituden fu¨r den Eintrittsrand in Abb. 6.12 zeigt weder fu¨r
die Char. RB noch fu¨r die Modale RB eine starke Abha¨ngigkeit von der letzten Zelldicke.
In ¨Ubereinstimmung mit den Verla¨ufen des statischen Drucks aus Abb. 6.8 sind sowohl die
hineinlaufenden als auch die hinauslaufenden Moden in der letzten inneren Zelle durchweg
identisch.
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Abb. 6.12.: Amplitude der ersten zwanzig Harmonischen der zweidimensionalen Moden in
der letzten Zelle am Eintritt des ersten Rotors fu¨r verschiedene Netzauflo¨sungen
und Randbedingungsformulierungen
Schließlich kann anhand von Abb. 6.9 bis 6.12 festgehalten werden, dass eine sukzessive
Netzverfeinerung am Eintrittsrand weniger starke Auswirkungen auf die Randlo¨sung hat als
am Austritt. Gleichzeitig fallen nach Abb. 6.8 auch die ¨Anderungen des Stro¨mungszustands
zwischen der letzten inneren Zelle und dem Rand weniger drastisch aus. Einen zumindest
qualitativen Einblick hierfu¨r kann die modale Rekonstruktion nach Gleichung (5.24)
cˆf = Lpˆf = Lpˆie
−jΛ∆n
2 (6.1)
geben. Demnach entspricht der Stro¨mungszustand auf dem Rand genau dann dem inneren
Zustand, wenn der Term
e−jΛ
∆n
2 = eIm(Λ)
∆n
2 e−jRe(Λ)
∆n
2 (6.2)
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gegen Eins la¨uft. Es kann weder zu einem Abklingen der modalen Amplitude noch zu einem
Phasenversatz kommen. Dies kann durch kleine Zellen normal zum Rand ∆n→ 0 oder durch
kleine Eigenwerte Λ → 0 hervorgerufen werden. Obwohl die Dicke der letzten Zelle am
Eintritt in etwa 33% gro¨ßer ist als am Austritt, ist der Einfluss eines sinkenden ∆n am Eintritt
weit weniger ausgepra¨gt als am Austritt. Damit ist zu vermuten, dass fu¨r den Eintrittsrand des
ersten Rotors die relevanten Eigenwerte relativ klein sind. Der Betrag der zu den modalen
Drucksto¨rungen geho¨renden Eigenwerte aus Gleichung (5.25)
−k4,5 = λ4,5 = −c
ncu ∓ a2β
a2 − (cn)2 l (6.3)
ist dabei direkt proportional zur zugeho¨rigen Umfangswellenzahl l, so dass vor allem ho¨here
Moden starke ¨Anderungen in Amplitude und Phase aufweisen. Abb. 6.13 gibt einen direkten
Vergleich der am Ein- und Austritt aus dem Stro¨mungsgebiet hinauslaufenden Druckamplitu-
den fu¨r die ersten zwanzig Umfangswellenzahlen. Das Druckfeld am Eintritt ist besonders
durch das Potentialfeld der Schaufelvorderkanten gepra¨gt und die Amplituden fallen ver-
gleichsweise schnell ab. Bereits fu¨r die fu¨nfte Harmonische ist anna¨hernd Maschinengenauig-
keit erreicht. Am Austritt hingegen scheinen auch die ho¨heren Harmonischen mit dem dazu-
geho¨rigen gro¨ßeren Eigenwert λ4 einen Beitrag zu liefern, was die sta¨rkere Netzabha¨ngigkeit
am Austritt erkla¨ren kann.
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Abb. 6.13.: Betrag der Amplitude und des Eigenwerts der hinauslaufenden Drucksto¨rung am
Ein- und Austritt
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Zusammenfassend la¨sst sich festhalten, dass die fehlerhafte Rekonstruktion fu¨r die Char.
RB auch im Verdichtertestfall anzutreffen ist und die Modale RB in der Lage ist, die Netz-
abha¨ngigkeit gro¨ßtenteils zu vermeiden. Die Auswirkungen sind vor allem lokal im Bereich
des Randes bemerkbar, wa¨hrend globale Gro¨ßen aufgrund der gesonderten Behandlung der
Mittelwerte nicht beeinflusst werden. Weiterhin scheint die zugrundeliegende Modellierung
beider Randbedingungen zumindest im Bereich der viskosen Nachla¨ufe der Rotoren an ihre
Grenzen zu gelangen. Gerade im Bereich der Nachla¨ufe sind eine sta¨rkere Netzabha¨ngigkeit
und eine klare Abweichung der Lo¨sung von der Referenz erkennbar.
6.2.3. Einfluss des charakteristischen/modalen upwinding
Die charakteristische beziehungsweise modale Rekonstruktion der Randwerte fu¨r eine Rand-
bedingungsformulierung unter Beru¨cksichtigung des upwind Charakters des inneren Lo¨sers
wurde in Kapitel 5 anhand der Updatevorschrift (5.2)
pn+1f,target = p
n
f + σR1d
[
P in
(
δcn+11d,f + δc˜
n+1
1d,f
)
+ P outδcn+11d,f
] (6.4)
motiviert. Da der Term P outδcn+11d,f fu¨r ein zell-zentriertes Verfahren nicht unmittelbar zur
Verfu¨gung steht, bestimmen sowohl die Char. RB als auch die Modale RB die beno¨tigte
¨Anderung in jedem Zeitschritt durch einen Vergleich mit einem durch upwinding der einzel-
nen Wellen rekonstruierten Zustand. Derselbe Grundsatz wird auch fu¨r die Behandlung des
Mittelwerts genutzt, bei dem ein solches charakteristisches upwinding durch die Definition
zusa¨tzlicher Residuen eingehalten wird.
In diesem Abschnitt soll verdeutlicht werden, warum nicht etwa die bisherige einfach zu im-
plementierende Na¨herung
P outδcn+11d,f = P
outδcn+11d,i (6.5)
verwendet wird sondern die neuen, aufwendigeren Modellierungen nach Kapitel 5. Die
Beru¨cksichtigung hinauslaufender Wellen ist notwendig, da Giles’ Randbedingungen gera-
de nur so viele Bedingungen zur Verfu¨gung stellen wie hineinlaufende Wellen vorliegen. Die
u¨brigen Bedingungen mu¨ssen aus dem Inneren entnommen und in Form des TermsP outδcn+11d,f
zur Aktualisierung der Geisterzellen verwendet werden. Bei Verwendung von Gleichung
(6.5) werden die ¨Anderungen aus dem Inneren im Laufe der Konvergenz aufsummiert, bis
P outδcn+11d,f fu¨r einen konvergierten Zustand gegen Null la¨uft. Problematisch dabei ist, dass die
hinauslaufenden ¨Anderungen nicht fu¨r jeden Zeitschritt explizit auf Basis des momentanen
Zustands bestimmt werden und zwangsla¨ufige Fehler bei der Integration u¨ber die Zeit mit
aufsummiert werden.
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Da die inneren ¨Anderungen wiederum von den Werten der Geisterzelle abha¨ngen, kommt es
im Allgemeinen zu Zusta¨nden, bei denen zwar der innere Lo¨ser konvergiert (δcn+11d,i = 0),
gleichzeitig jedoch ein upwinding auf dem Rand nicht gewa¨hrleistet werden kann. In diesem
Fall sorgen die Randbedingungen zwar fu¨r das Einhalten der Bedingungen fu¨r hineinlaufende
Wellen, im Falle einer fehlerhaften Integration von P outδcn+11d,f werden die hinauslaufenden
Wellen jedoch nicht korrekt wiedergegeben. Letztendlich ist die Lo¨sung damit abha¨ngig von
der Initialisierung und das Randbedingungsproblem ist nicht wohl gestellt.
Abb. 6.14 zeigt zuna¨chst fu¨r den Mittelwert ein solches beispielhaftes Ergebnis bei Ver-
wendung von Gleichung (6.5) fu¨r den ersten Rotor. Die Randbedingungsformulierung mit
Gleichung (6.5) wird im Folgenden Integrierte RB genannt, da die hinauslaufenden, inneren
charakteristischen ¨Anderungen auf dem Rand u¨ber die Zeit aufintegriert werden. Aufgrund
der zusa¨tzlichen Annahme einer eindimensionalen, charakteristischen Advektion fu¨r die Inte-
grierte RB werden die Ergebnisse fu¨r eine bessere Vergleichbarkeit mit der Char. RB vergli-
chen. Dargestellt werden jeweils der u¨ber den Umfang flussgemittelte Druck fu¨r den Ein- und
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Abb. 6.14.: ¨Uber dem Umfang flussgemittelter Druck auf dem Ein- und Austrittsrand des
ersten Rotors fu¨r die Char. RB und die Integrierte RB auf Basis der Approximati-
on (6.5)
Austrittsrand fu¨r beide Randbedingungen. Die radialen Schwankungen fu¨r die Integrierte RB
sind vor allem am Eintritt gut zu erkennen. Im Falle des Austritts bewegen sich die radialen
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Unterschiede des Drucks in derselben Gro¨ßenordnung, sind jedoch aufgrund der Skala nur
ansatzweise zu erkennen.
Die quasi-eindimensionale Modellierung des Mittelwerts erlaubt eine einfache qualitative Er-
kla¨rung fu¨r die beobachteten, radialen Schwankungen in Abb. 6.14. Dafu¨r zeigt Abb. 6.15
schematisch den Verlauf des mittleren Drucks an einem Austrittsrand. Der Stro¨mungszustand
im gesamten Gebiet wird durch lineare Verla¨ufe zwischen den bekannten Zusta¨nden im Zell-
zentrum angena¨hert. Abb. 6.15 zeigt zwei mo¨gliche, zuna¨chst als auskonvergiert angenomme-
ne, Lo¨sungen mit δcn+11d,i = 0. In beiden Fa¨llen entspricht der Druck auf dem Rand gerade dem
Referenzdruck pref. Fu¨r einen normalen Austritt stammt dieser vom Benutzer selber, wa¨hrend
eine Mischungsebene den Druck der gegenu¨berliegenden Seite verwendet.
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Abb. 6.15.: Schematische Darstellung mo¨glicher Lo¨sungen fu¨r den gemittelten Druck
Die Aktualisierungsvorschrift (6.4) fu¨r den eindimensionalen Mittelwert la¨sst sich entspre-
chend Gleichung (4.7) als
pn+1f,target = p
n
f + σR1d
[
P inδcn+11d,f + P
outδcn+11d,f
] (6.6)
schreiben. Die hineinlaufende fu¨nfte Komponente der charakteristischen ¨Anderung P inδcn+11d,f
kann fu¨r einen Austritt direkt aus den Gleichungen (4.13) und (5.11) zu
δcn+11d,5,f =
{
−2 (pnf − pref) Integrierte RB
−2 (pnf − pref)+ (cn1d,4,f − cn1d,4,i) Char. RB (6.7)
bestimmt werden. Die hinauslaufenden charakteristischen ¨Anderungen lauten
P outδcn+11d,f =
{
P outδcn+11d,i Integrierte RB
P out
(
cn1d,f − cn1d,i
)
Char. RB .
(6.8)
Zuna¨chst wird die erste Lo¨sung, die in Abb. 6.15 als durchgezogene Linie dargestellt ist, be-
trachtet. Da der Referenzdruck pref auf dem Rand eingehalten wird, entfa¨llt zuna¨chst der Term
−2 (pnf − pref). Fu¨r eine mo¨glichst einga¨ngliche qualitative Beschreibung sollen sich weiter-
hin die hinauslaufenden Charakteristiken zwischen der letzten inneren Zelle und der Geister-
zelle nicht mehr a¨ndern, so dass auch
(
cn1d,f − cn1d,i
)
zu Null wird. Dies ist nicht unmittelbar
aus Abb. 6.15 zu erkennen und wird nur durch den konstanten Druck zwischen der letzten in-
neren Zelle und der Geisterzelle angedeutet. Bei sich a¨ndernden Fla¨chen normal zum Rand ist
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diese Annahme natu¨rlich nicht mehr haltbar. Die hineinlaufende charakteristische ¨Anderung
lautet damit fu¨r beide Randbedingungsformulierungen
δcn+11d,5,f = 0 . (6.9)
Da von einer auskonvergierten, inneren Lo¨sung ausgegangen wird, entfallen weiterhin die
hinauslaufenden charakteristischen ¨Anderungen
P outδcn+1i = 0 , (6.10)
so dass die Lo¨sung unter den getroffenen Annahmen fu¨r beide Formulierungen tatsa¨chlich als
auskonvergiert erachtet werden kann.
Eine Betrachtung der zweiten, in Abb. 6.15 mit einer gestrichelten Linie skizzierten Lo¨sung
hingegen verdeutlicht das Fehlen der expliziten zusa¨tzlichen Bedingungen fu¨r die Inte-
grierte RB. Zwar wird der Referenzdruck auf dem Rand wiederum eingehalten, jedoch
kann aufgrund des sich a¨ndernden Drucks zumindest die vierte Charakteristik (vgl. Glei-
chung (2.56))
c1d,4 = p+ aρcn (6.11)
zwischen dem Innern der letzten Zelle und dem Rand nicht mehr konstant bleiben. Die hin-
einlaufenden charakteristischen ¨Anderungen lauten in diesem Fall entsprechend
δcn+11d,5,f =
{
0 Integrierte RB
0 +
(
cn1d,4,f − cn1d,4,i
)
Char. RB .
(6.12)
Da immer noch von einer auskonvergierten inneren Lo¨sung zum letzten Zeitschritt ausgegan-
gen wird, ist die hinauslaufende, charakteristische ¨Anderung fu¨r die Integrierte RB wie zuvor
noch immer Null. Mit
P inδcn+11d,f + P
outδcn+11d,f = 0 (6.13)
sieht die Integrierte RB entsprechend Gleichung (6.6) keinen Anlass, die Randlo¨sung zu
a¨ndern, so dass beide gezeigten Verla¨ufe aus Abb. 6.15 eine valide Lo¨sung darstellen. Um
die vorgegebenen unphysikalischen Werte der Geisterzelle mit dem inneren Schema in Ein-
klang zu bringen, kommt es zu den dargestellten Schwingungen der Lo¨sung. Die in Abb. 6.14
gezeigten Lo¨sungen des gemittelten Drucks fu¨r die Integrierte RB weisen auf den unterschied-
lichen Radien ebenfalls solche Schwingungen auf. Der genaue Verlauf ha¨ngt dabei vom Kon-
vergenzverlauf ab. Tatsa¨chlich ist es mo¨glich, die Simulation mit der Lo¨sung der Char. RB
fortzusetzten ohne dass die Integrierte RB diese a¨ndert.
Durch die explizit vorgeschriebene Advektion der hinauslaufenden Charakteristiken aus
dem Inneren auf den Rand korrigiert die Char. RB die hineinlaufenden charakteristischen
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¨Anderungen entsprechend Gleichung (6.12). Damit gilt
P inδcn+11d,f + P
outδcn+11d,f 6= 0 , (6.14)
selbst wenn P inδcn+11d,f = 0 ist. Zusammen mit dem inneren Lo¨ser konvergiert die Lo¨sung
schließlich auf einen anderen Zustand, der das charakteristische upwinding beru¨cksichtigt.
Die bisherige Betrachtung konzentrierte sich auf die einfachen Mittelwerte, fu¨r die eine eindi-
mensionale Betrachtung durchaus gerechtfertigt ist. Allerdings ist eine analoge Betrachtung
fu¨r den Schwankungsanteil der hinauslaufenden charakteristischen ¨Anderungen mo¨glich. Bei
vielen Iterationen des Pseudozeitschrittlo¨sers kommt es zu einem Aufsummieren der Fehler
der Approximation (6.5). Fu¨r die Integrierte RB gibt Abb. 6.16 einen Eindruck der entstehen-
den Artefakte. Die linke Ha¨lfte zeigt Ergebnisse fu¨r den Eintritts-, die rechte Ha¨lfte Ergeb-
nisse fu¨r den Austrittsrand. Es wird jeweils in Stro¨mungsrichtung geblickt. Zuna¨chst zeigen
die oberen Konturplots den Schwankungsanteil des Drucks p˜f auf dem entsprechenden Rand
fu¨r die beiden Randbedingungen. Zwar ist der grobe Verlauf der Druckschwankung in bei-
den Fa¨llen durchaus a¨hnlich, allerdings sind fu¨r die Integrierte RB sowohl auf dem Eintritts-
als auch auf dem Austrittsrand ho¨herfrequente Sto¨rungen erkennbar. Wie schon im Falle des
Mittelwerts wird in diesem Fall die Advektion der hinauslaufenden Charakteristiken nicht
eingehalten, da die Integration der hinauslaufenden charakteristischen ¨Anderungen fu¨r eine
Vielzahl an Iterationsschritten mit Fehlern einhergeht. ¨Ahnlich dem radialen Druckverlauf
in Abb. 6.14 variieren die hinauslaufenden Charakteristiken u¨ber dem Umfang mit erratisch
wirkenden Schwankungen, welche bei der Anwendung von Giles’ Randbedingungen in die
Bestimmung der hineinlaufenden Charakteristiken mit einfließen. Die unteren Spektrogramm-
a¨hnlichen Konturplots sollen diese ho¨herfrequenten Drucksto¨rungen fu¨r die Integrierte RB
verdeutlichen. ¨Ahnlich den vorherigen Betrachtungen der Amplitude der einzelnen modalen
Wellen werden die hinauslaufenden Druck-Moden auf unterschiedlichen Radien betrachtet.
In beiden Fa¨llen sind die dominierenden Amplituden bei den ersten Harmonischen zu finden.
Allerdings sind fu¨r die Integrierte RB auch bei den ho¨heren Umfangswellenzahlen weite-
re Signale zu erkennen. Dagegen unterdru¨cken die Char. RB dieses fehlerhafte Rauschen.
Natu¨rlich ist auch die Modale RB durch das explizite Vorschreiben der hinauslaufenden Mo-
den in jedem Zeitschritt in der Lage das fehlerhafte Rauschen zu vermeiden. Zusa¨tzlich unter-
bindet die Modale RB Fehler aufgrund der Annahme einer eindimensionalen Wellenausbrei-
tung normal zum Rand, welcher inha¨rent Teil der Char. RB und der Integrierten RB ist und in
Kapitel 6.1 und 6.2 aufgezeigt wurde.
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Abb. 6.16.: Druckschwankung auf dem Ein- und Austrittsrand des ersten Rotors sowie die
Amplitude der hinauslaufenden Druck-Mode fu¨r die Char. RB und die Integrierte
RB auf Basis der Approximation (6.5)82
7. Integrale Bilanzierung von
Casing-Treatments
Dieses Kapitel bescha¨ftigt sich mit einer abstrahierten Betrachtung des Einflusses der Casing-
Treatment-Stro¨mung auf die Verdichterperformance. Grundlage hierfu¨r bildet die gemittelte
ein- und austretende Stro¨mung des Casing-Treatments sowie eine quasi-eindimensionale Be-
schreibung der Blockage. Die eigentlichen Casing-Treatment-Geometrien werden in dieser
Arbeit nicht na¨her bewertet und dienen nur zur Bereitstellung einer Datenbasis mit unter-
schiedlichen Stro¨mungen.
Es wird versucht, dieses Kapitel im weitesten Sinne autark vom Rest der Arbeit zu gestalten.
Zwar findet die in Kapitel 5 entwickelte und in Kapitel 6 validierte Modale RB hier eine un-
mittelbare Anwendung, es wird aber nicht na¨her auf die Lo¨sungsqualita¨t der Randbedingung
eingegangen und auf Kapitel 6 verwiesen. Nach einer kurzen Einleitung und Beschreibung
des numerischen Setups und der verwendeten Casing-Treatment-Geometrien werden in Ab-
schnitt 7.3 die theoretischen Grundlagen, Bilanzierung und durchgefu¨hrten Auswertungen zur
Beschreibung der Casing-Treatment-Stro¨mung vorgestellt. Die aufgestellten Zusammenha¨nge
und quasi-eindimensionalen Abstraktionen werden im Abschnitt 7.4 anhand einer Vielzahl
von Casing-Treatment-Simulationen unterschiedlicher Geometrien beispielhaft verdeutlicht.
Anhand dieser integralen Betrachtung wird erstmalig der Einfluss der Instationarita¨t quanti-
tativ erfasst und qualitativ mit einer Lagrangeschen Betrachtung verdeutlicht. Abschließend
wird in Kapitel 7.5 und 7.6 eine Einordnung der hier durchgefu¨hrten Betrachtung in die in
der Literatur beschriebenen Effekte sowie Mo¨glichkeiten zur Anwendung in der industriellen
Turbomaschinenauslegung gegeben.
7.1. Einleitung und Motivation
Neben den zahlreichen Beispielen aus der Literatur soll Abb. 7.1 einen Eindruck von dem
z.T. erheblichen Einfluss unterschiedlicher einfacher Axialnuten auf das Kennfeld des in
Kapitel 6.2 vorgestellten IST-Verdichters geben. Jeder Datenpunkt entspricht einer CFD-
Simulation mit individueller Casing-Treatment-Geometrie u¨ber dem zweiten Rotor. Zur Ori-
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entierung sind fu¨r ein ausgewa¨hltes Casing-Treatment sowie fu¨r die Konfiguration mit glatter
Wand weiterhin noch die 97% Drehzahllinie dargestellt. Da eine numerisch bestimmte Pump-
grenze wenig aussagekra¨ftig und nur begrenzt u¨bertragbar ist, zeigt Abb. 7.1 nicht zwingend
den letzten stabilen Betriebspunkt jeder Geometrie. Der bei den Randbedingungen vorgege-
bene statische Gegendruck entstammt dabei der letzten stabilen Simulation mit glatter Wand.
Die Erho¨hung des Durchflusses bei gegebenem Druckverha¨ltnis la¨sst bereits die Reduktion
der Blockage, die Erho¨hung des stalling pressure rise und eine damit einhergehende mo¨gliche
Erweiterung des stabilen Betriebsbereichs erahnen. Da vor allem die Deutlichkeit des Einflus-
ses unterschiedlicher Casing-Treatments im Kennfeld qualitativ aufgezeigt werden soll, wurde
auf die Kenntlichmachung der unterschiedlichen Casing-Treatment-Geometrien in Abb. 7.1
bewusst verzichtet.
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Abb. 7.1.: Numerische 97% Drehzahlkurve fu¨r die glatte Wand und ein ausgewa¨hltes Casing-
Treatment sowie unterschiedliche Casing-Treatment-Geometrien bei gleichem
total-zu-statischem Druckverha¨ltnis des letzten stabilen Punktes der glatten Wand
Wa¨hrend Detailuntersuchungen der instationa¨ren Stro¨mung zum Versta¨ndnisgewinn no¨tig
sind, bin ich der Meinung, dass die grundsa¨tzliche Funktionsweise und Effektivita¨t von
Casing-Treatments aufgrund ihres doch erheblichen Einflusses auf die globalen Kennfeld-
gro¨ßen auch auf Basis integraler Betrachtungen nachvollziehbar sein mu¨ssen. Als analoges
Beispiel sei die aus dem Drallsatz kommende Eulersche Turbinengleichung genannt. Trotz
instationa¨rer, transitioneller, turbulenter und viskoser Effekte la¨sst sich das Betriebsverhal-
ten einer Stufe bereits mit sehr einfachen Gleichungen auf Basis einer integralen Bilanz gut
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vorhersagen. Entsprechend soll der Fokus dieses Kapitels darauf liegen, die doch erhebli-
chen Unterschiede der verschiedenen in Abb. 7.1 gezeigten Casing-Treatment-Geometrien
auf die globale Performance anhand der gemittelten Casing-Treatment-Stro¨mung erkla¨ren zu
ko¨nnen.
Die integrale Betrachtung der Casing-Treatments wird dabei am Beispiel der axial versetzten
und in Umfangsrichtung geneigten Axialnuten u¨ber dem zweiten Rotor des IST-Verdichters
durchgefu¨hrt. Da eine integrale, quasi-eindimensionale Betrachtung die Verlustmechanismen
inha¨rent beru¨cksichtigt, wurde keine Optimierung zur Auslegung und Dimensionierung der
Casing-Treatments durchgefu¨hrt und sich stattdessen an Werte aus der Literatur gehalten.
Die verlustfreie Auslegung von Casing-Treatments wu¨rde den Rahmen der Arbeit sprengen,
erfordert die detaillierte lokale Betrachtung der Stro¨mung und wu¨rde im Rahmen der verwen-
deten quasi-eindimensionalen Bilanzierung keinen weiteren Erkenntnisgewinn bringen. Hier
wird stattdessen die Stro¨mung der unterschiedlichen Casing-Treatments als gegeben betrach-
tet und untersucht, inwieweit die beobachteten Trends anhand einfacher integraler Bilanzie-
rungen erkla¨rt werden ko¨nnen. Wa¨hrend eine solche Betrachtung zuna¨chst allgemeingu¨ltig
ist, spielen bei der Auslegung maschinenspezifische Effekte wie die Ausmischung des ein-
geblasenen Fluids, die exakte Geha¨usekontur, die Vermeidung von Verlusten und, wie im
Folgenden noch gezeigt wird, auch die lokale Instationarita¨t eine Rolle. Die durchgefu¨hrten
Simulationen anhand einer einzigen Verdichterkonfiguration ko¨nnen und sollen damit einzig
der beispielhaften Verdeutlichung der eindimensionalen Bilanzen dienen.
7.2. Numerisches Setup und Diskretisierungsfehler
Grundlage der Untersuchung bildet der 2.5-stufige Axialverdichter aus Kapitel 6.2. Wie be-
reits beschrieben weist die zweite Laufschaufelreihe ab ca. 80% Kanalho¨he de-Haller-Zahlen
deutlich unter 0.7 bei Diffusionszahlen kleiner 0.6 auf. Nach Greitzer et al. (1979) ist die Be-
schaufelung damit eher anfa¨llig fu¨r eine Ablo¨sung der Geha¨usegrenzschicht und weniger fu¨r
blade-stall mit einer Ablo¨sung der Profilgrenzschicht. Diese Eignung fu¨r die Anwendung von
Casing-Treatments wurde bereits in Kro¨ckel (2013) fu¨r die Untersuchung moderner Casing-
Treatment-Geometrien genutzt. Hier sollen mit Hilfe einfacher Bilanzierungen physikalisch
motivierte Korrelationen und Zusammenha¨nge zwischen den eindimensionalen, gemittelten
Casing-Treatment-Ein- und Austrittsgro¨ßen und der Verdichterperformance untersucht wer-
den. Die zur Darstellung der entsprechenden Korrelationen notwendige Datenbasis mit un-
terschiedlichen Casing-Treatment-Geometrien und Stro¨mungen wird mit Hilfe numerischer
Simulationen fu¨r relativ einfache Axialnuten bereitgestellt.
Abb. 7.2 sowie die Tab. A.1 und A.2 aus Anhang A.5 geben eine Zusammenfassung der
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verwendeten Casing-Treatment-Geometrien. Die Benennung einzelner Geometrien folgt der
Nummerierung in den Tabellen. Bei allen Geometrien handelt es sich um u¨ber der Rotor-
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Abb. 7.2.: Geometrie der verwendeten Axialnuten
vorderkante positionierte Axialnuten. Die prinzipielle Dimensionierung erfolgt aus Angaben
der Literatur und der Zusammenfassung aus Mu¨ller (2011). Die axiale Erstreckung ist dabei
gerade so gewa¨hlt, dass zwischen der Vorderkante des Casing-Treatments und der Mischungs-
ebene noch eine weitere Zelle verbleibt. Aufgrund des immer noch erheblichen Simulations-
aufwands beschra¨nkt sich die Geometrievariation auf unterschiedliche Neigungswinkel βct an
der Vorder- und Hinterkante der Casing-Treatments sowie eine Variation der Porosita¨t durch
vera¨nderte ¨Offnungsfla¨chen. Die axiale und radiale Dimensionierung wurde konstant gehal-
ten. Werden an der Vorder- und Hinterkante unterschiedliche Werte, beispielsweise des Nei-
gungswinkels βct, vorgegeben, wird die entsprechende Gro¨ße linear zwischen den gegebenen
Grenzen variiert.
Das grundsa¨tzliche numerische Setup wurde bereits in Kapitel 6.2.1 vorgestellt und bleibt
unvera¨ndert. Die z.T. erhebliche Verschiebung der Betriebspunkte durch den Einsatz von
Casing-Treatments in Abb. 7.1 erfordert die Beru¨cksichtigung benachbarter Schaufelreihen
bei der Simulation, um das Verhalten der Maschine korrekt wiedergeben zu ko¨nnen. Eine iso-
lierte Betrachtung des zweiten Rotors mit Casing-Treatment durch die Vorgabe von Randbe-
dingungen aus einer anderen Konfiguration, wie beispielsweise in Anhang A.2, ist aufgrund
der sich a¨ndernden Zu- und Abstro¨mung nicht mehr mo¨glich. Der Einsatz von Mischungs-
ebenen erlaubt fu¨r den Großteil der Maschine eine stationa¨re Betrachtung und damit die ef-
fiziente Simulation unterschiedlicher Casing-Treatments bei gleichzeitiger Beru¨cksichtigung
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der Stufenkopplung. Einzig der zweite Rotor erfordert aufgrund der Umfangsasymmetrie der
Axialnuten eine instationa¨re Betrachtung. Fu¨r die instationa¨re Simulation des zweiten Rotors
mit Casing-Treatment wurde ein implizites Pseudo-Zeitschrittverfahren zweiter Ordnung mit
120 a¨ußeren und 45 inneren Iterationen verwendet. Die Konvergenz wurde mit einem Ansatz
nach Clark und Grover (2006) durch die Konvergenz der Amplitude und Phase des Fourier-
transformierten instationa¨ren Massenstroms und Drucks am zweiten Rotor sichergestellt. Die
Kopplung zwischen Casing-Treatments und Hauptgaskanal wird durch die konservative For-
mulierung aus Yang et al. (2003) abgebildet. Aufgrund der einfachen Geometrie wird jedes
Casing-Treatment durch einen H-Block mit ca. 64000 Zellen diskretisiert. Tab. 7.1 gibt fu¨r das
Casing-Treatment 03 aus Tab. A.1 eine Abscha¨tzung des Diskretisierungsfehlers des Casing-
Treatment-Netzes nach Roache (1997). Mit Blick auf die noch folgende Untersuchung werden
an den Ein- und Austrittsgebieten des Casing-Treatments die Fehler im rezirkulierten Massen-
strom sowie die massenstromgemittelten relativen Totaldru¨cke angegeben. In allen Fa¨llen ist
der Fehler aufgrund der Netzabha¨ngigkeit kleiner als die beobachteten Unterschiede fu¨r die
unterschiedlichen Casing-Treatment-Geometrien.
φ = m˙ct,ein/m˙ref φ = m˙ct,aus/m˙ref φ = pt,ein/pref φ = pt,aus/pref
Zellanzahlen erste Netz N1 60000 60000 60000 60000
Zellanzahlen zweite Netz N2 7500 7500 7500 7500
Zellanzahlen dritte Netz N3 2100 2100 2100 2100
Verju¨ngungsfaktor r21 2.828 2.828 2.828 2.828
Verju¨ngungsfaktor r32 1.890 1.890 1.890 1.890
Abha¨ngige Gro¨ße aus erstem Netz φ1 1.129 · 10−3 1.136 · 10−3 1.257 1.116
Abha¨ngige Gro¨ße aus zweitem Netz φ2 1.120 · 10−3 1.120 · 10−3 1.251 1.114
Abha¨ngige Gro¨ße aus drittem Netz φ3 1.099 · 10−3 1.093 · 10−3 1.243 1.104
Art der Konvergenz monoton monoton monoton monoton
Ordnung 1.80 1.29 0.93 3.28
gescha¨tzter relativer Fehler e21a [%] 0.739% 1.373% 0.486% 0.12%
extrapolierter Fehler e21ext[%] 0.403% 0.745% 0.265% 0.065%
GCI21fine[%] 0.167% 0.604% 0.376% 0.005%
Tab. 7.1.: Zusammenfassung zur Abscha¨tzung des Diskretisierungsfehlers fu¨r das Casing-
Treatment 03 aus Tab. A.1 nach Roache (1997)
7.3. Bilanzierung und Auswertung
In diesem Abschnitt sollen kurz die Grundlagen sowie die physikalische Motivation der im
folgenden Abschnitt 7.4 gezeigten Korrelationen und Bilanzierungen vorgestellt werden. Ob-
wohl eine Pumpgrenzerweiterung der wichtigste Aspekt von Casing-Treatments ist, ist eine
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numerische Pumpgrenzbestimmung nur sehr aufwendig durchfu¨hrbar und mit Fehlern behaf-
tet. ¨Ahnlich wie beispielsweise in Khalsa (1996) oder Pixberg et al. (2013) wird hier deshalb
die Blockageentwicklung in Geha¨usena¨he als Grundlage zur Beurteilung der Gu¨te und Ef-
fektivita¨t eines Casing-Treatments verwendet. Die dahinter stehende Annahme ist, dass sich
eine Erho¨hung des Durchflusses bei demselben statischen Druckaufbau auch positiv auf ei-
ne mo¨gliche Pumpgrenzerweiterung auswirkt und zumindest einen erho¨hten stalling-pressure
rise gewa¨hrleisten kann. Dieser Einfluss der Blockage auf den stalling-pressure rise ist bei-
spielsweise auch in den Korrelationen von Koch (1981) mit Parametern analog zu denen eines
Diffusors zu sehen. Eine Reduktion der Blockage bei gleicher a¨quivalenter Diffusionsla¨nge
korreliert demnach mit einem gro¨ßeren stalling-pressure rise. In Pixberg et al. (2013) wird
auch ein direkter Zusammenhang zwischen der Pumpgrenzerweiterung und der ¨Anderung
der Blockage mit vera¨nderlichem Massenstrom festgestellt. In der vorliegenden Arbeit soll
untersucht werden, inwieweit die Blockage in Geha¨usena¨he durch den Einsatz von Casing-
Treatments beeinflusst wird und diese ¨Anderungen mit Hilfe einfacher, physikalisch moti-
vierter Korrelationen und eindimensionaler Stro¨mungsgro¨ßen beschrieben werden ko¨nnen.
Bei der Definition der Blockage wird dem Vorgehen von Khalid (1995) gefolgt, welches die
Blockage Ab in Analogie zur Verdra¨ngungschichtdicke beschreibt. Um eine qualitative Aus-
sage u¨ber das Verhalten eines anfa¨nglich gesto¨rten Blockagegebiets (mit Index b) zu treffen,
betrachtet Khalid (1995) eine einfache quasi-eindimensionale, reibungsfreie und inkompres-
sible Stro¨mung (siehe Abb. 7.3), die einen statischen Druckanstieg ∆p durchla¨uft. In diesem
p1
p1
cb,1
ce,1
pt,b,1
pt,e,1
∆p = p2 − p1
p2
p2
ce,2
cb,2
pt,e,2
pt,b,2
A1 A2
Abb. 7.3.: Inkompressibles Modell fu¨r die Blockageentwicklung nach Khalid (1995)
Fall entspricht die gesuchte Blockage an der Stelle 2 gerade
Ab,2 =
(
1− cb,2
ce,2
)
A2 . (7.1)
Um das Verhalten dieser idealisierten Blockage in einer mo¨glichst allgemeinen Form zu be-
schreiben, fu¨hrt Khalid zwei Druckkoeffizienten
CPs =
p2 − p1
pt,e,1 − p1 (7.2)
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und
CPt =
pt,b,2 − pt,e,2
pt,e,1 − p1 (7.3)
ein. Unter Beru¨cksichtigung der Massenerhaltung zwischen A1 und A2 ergibt sich die Blocka-
ge zu
Ab,2
A1
=
√
1 + CPt
(
1√
1− (CPs − CPt)
− 1√
1− CPs
)
. (7.4)
Der Vorteil dieser Schreibweise gegenu¨ber Gleichung (7.1) ist, dass das asymptotische Verhal-
ten vor allem durch den Parameter CPs−CPt gepra¨gt ist und nur eine schwache Abha¨ngigkeit
vom exakten Wert von CPs bzw. vom statischen Druckanstieg besteht. Dies ist auch in
Abb. 7.4 zu erkennen, die den Zusammenhang aus Gleichung (7.4) fu¨r einige beispielhaf-
te Werte von CPs darstellt. Demnach la¨sst sich die Blockage anhand von Gleichung (7.4)
0
0000
1
1
2
2
3
4
4
5
6
6
7
8....
CPs − CPt [-]
A
b
,2
A
1
[-]
CPs = 0.1
CPs = 0.2
CPs = 0.3
CPs = 0.5
CPs = 0.7
Abb. 7.4.: Abha¨ngigkeit der Blockage Ab,2/A1 von CPs − CPt nach Gleichung (7.4)
anna¨hernd auf eine einzige Trendlinie in Abha¨ngigkeit von CPs−CPt zuru¨ckfu¨hren. Im Rah-
men der Auswertung in Abschnitt 7.4 erlaubt die weitestgehende Unabha¨ngigkeit vom Wert
des statischen Druckkoeffizienten CPs letztendlich auch unterschiedliche Betriebspunkte mit
abweichenden statischen Druckdifferenzen u¨ber dem Rotor anhand einer einzigen Trendlinie
der Blockage darzustellen. Fu¨r den einfachen Fall aus Abb. 7.4 la¨sst sich diese weitestge-
hende Unabha¨ngigkeit vom statischen Druckanstieg bzw. vom statischen Druckkoeffizienten
CPs zumindest qualitativ recht leicht erkla¨ren. Demnach kommt es gerade dann zu einem
exponentiellen Anstieg der Blockage Ab,2, wenn der dynamische Druck einer anfa¨nglichen
Sto¨rung dieselbe Gro¨ßenordnung hat wie der zu u¨berwindende statische Druckanstieg. Dies
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ist letztendlich a¨quivalent zu der Bedingung CPs − CPt = 1. In diesem Fall geht die Ge-
schwindigkeit im gesto¨rten Gebiet cb,2 gegen Null und aufgrund der Massenerhaltung kommt
es zu einer Singularita¨t bei der Fla¨che A2. Entsprechend Gleichung (7.1) la¨uft damit auch die
Blockage Ab,2 gegen Unendlich. Bei der ¨Ubertragung der zuna¨chst eindimensionalen Theorie
auf eine vergleichsweise komplizierte Verdichterstro¨mung wird hier eng dem Vorgehen aus
Khalid et al. (1999) und Khalsa (1996) gefolgt. Das genaue Vorgehen zur Bestimmung der
Blockage und der Druckkoeffizienten fu¨r den dreidimensionalen Fall ist in Anhang A.6 zu
finden. Zusammenfassend la¨sst sich aber bereits auf Basis dieser einfachen eindimensionalen
Betrachtung die recht intuitive Aussage treffen, dass eine Reduktion der Blockage entweder
durch einen geringeren statischen Druckanstieg oder aber durch eine Erho¨hung des Total-
drucks im gesto¨rten Gebiet erreicht werden kann.
Aus der Literatur, wie z.B. Smith und Cumpsty (1984), ist bereits bekannt, dass erfolgreiche
Casing-Treatments die Blockage in Geha¨usena¨he durch Gebiete erho¨hten Totaldrucks erset-
zen und damit entsprechend Khalid unmittelbar die Blockage beeinflussen. Im Folgenden
gilt es entsprechend, den Zusammenhang zwischen der Erho¨hung des Totaldrucks und der
Casing-Treatment-Stro¨mung zu beschreiben. Da die Blockage im mitbewegten Koordinaten-
system des Rotors bei anna¨hernd konstanten Radien betrachtet werden soll, wird dabei der
relative Totaldruck pt verwendet. Dieser la¨sst sich durch eine gedachte Zustandsa¨nderung mit
konstanter Wa¨rmekapazita¨t aus dem Satz von Gibbs
dh =
dp
ρ
+ Tds (7.5)
herleiten, wenn die Stro¨mung isentrop auf eine Relativgeschwindigkeit c = 0 verzo¨gert wird.
Der relative Totaldruck pt la¨sst sich in diesem Fall direkt zu
pt = p
(
ht
h
) γ
γ−1
(7.6)
bestimmen. Dabei bezeichnet ht die relative Totalenthalpie entsprechend Gleichung (2.8).
Durch Einsetzen von Gleichung (2.9) la¨sst sich der relative Totaldruck schließlich auch in
Abha¨ngigkeit der Rothalpie hrot als
pt = p
(
hrot +
1
2
(Ωr)2
h
) γ
γ−1
(7.7)
schreiben. Fu¨r den hier untersuchten Axialverdichter befindet sich das Geha¨use auf einem
konstanten Radius rtip und die Erho¨hung des relativen Totaldrucks im Casing-Treatment
∆pt,ct = pt,ct,aus − pt,ct,ein (7.8)
la¨sst sich einzig aus der Entropie- sowie der Rothalpiea¨nderung im Casing-Treatment be-
stimmen. Wa¨hrend sich fu¨r die Verluste im Casing-Treatment nur schwer allgemeingu¨ltige
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Aussagen treffen lassen, kann die Rothalpiea¨nderung
∆hrot,ct = hrot,ct,aus − hrot,ct,ein (7.9)
mit Hilfe von Gleichung (2.6) durch ¨Anderungen der Totalenthalpie des Absolutsystems
∆ht,abs,ct sowie durch eine ¨Anderung des Dralls rtip∆cuabs,ct als
∆hrot,ct = ∆ht,abs,ct − (Ωrtip)∆cuabs,ct (7.10)
ausgedru¨ckt werden.
Wa¨hrend die Dralla¨nderung in starkem Maße von der Neigung des Casing-Treatments beein-
flusst wird (siehe auch Brignole (2009)), ist die ¨Anderung der Totalenthalpie des Absolutsys-
tems im feststehenden Casing-Treatment durch die vom Rotor aufgepra¨gte lokale Instationa-
rita¨t bestimmt. Die instationa¨re Arbeitsumsetzung la¨sst sich wohl am einfachsten durch eine
Lagrangesche Betrachtung fu¨r ein materielles Fluidteilchen im Absolutsystem erkla¨ren. Aus
der Energiegleichung (2.3) mit Ω = 0 ergibt sich die materielle ¨Anderung der Totalenthalpie
im Absolutsystem dabei zu
ρ
dht,abs
dt
=
∂p
∂t
+∇ · (τ · cabs − q) + F g · cabs . (7.11)
Fu¨r vernachla¨ssigbare Volumenkra¨fte a¨ndert sich die Totalenthalpie des Absolutsystems somit
vor allem durch ein lokal instationa¨res Druckfeld sowie durch Wa¨rmetransport und viskose
Scherung. Im Turbomaschinenbereich ist typischerweise das periodisch instationa¨re Druck-
feld aufgrund des bewegten Rotors fu¨r die Arbeitsumsetzung verantwortlich (siehe z.B. Hod-
son et al. (2012)). Lyman (1992) folgend kann der viskose Term ∇ · (τ · c) in einen dis-
sipativen Anteil sowie in eine Arbeitsumsetzung aufgrund viskoser Kra¨fte aufgeteilt wer-
den. Da sich die zeitliche ¨Anderung der Entropie aus der Dissipationsfunktion und dem
Wa¨rmetransport zusammensetzt, la¨sst sich die Gleichung (7.11) auch als
ρ
dht,abs
dt
=
∂p
∂t
+ (∇ · τ + F g) · cabs + ρT ds
dt
(7.12)
schreiben, um damit die Entropiea¨nderung explizit zu beru¨cksichtigen. Fu¨r eine isentrope,
adiabate Stro¨mung ohne Volumenkra¨fte entsprechen die Gleichungen (7.11) und (7.12) den
Betrachtungen in Dean (1959) und Greitzer (1984). Im Rahmen der Ergebnisse in Abschnitt
7.4 wird gezeigt, dass die Totalenthalpiea¨nderung aufgrund des lokal instationa¨ren Druckfelds
im feststehenden Casing-Treatment einen signifikanten Einfluss auf die Rothalpiea¨nderung
haben kann und damit in Gleichung (7.10) nicht vernachla¨ssigt werden darf.
Im Folgenden soll letztendlich das Verhalten der Blockage in Abha¨ngigkeit des Paramters
CPs − CPt erfasst werden. Anschließend wird anhand der Gleichungen (7.5) bis (7.10) der
Einfluss der Casing-Treatment-Stro¨mung auf CPs −CPt untersucht. Um einen Vergleich der
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komplexen dreidimensionalen Stro¨mung mit den Gleichungen (7.5) bis (7.10) zu erlauben,
mu¨ssen zuna¨chst die zeitlich gemittelten, quasi-eindimensionalen ¨Anderungen der Stro¨mung
im Casing-Treatment (z.B. ∆pt,ct oder ∆hrot,ct) ermittelt werden. Wie in Abb. 7.5 beispiel-
haft gezeigt, wird die zeitlich gemittelte Stro¨mung am Geha¨use dafu¨r zuna¨chst in zwei Gebiete
mit einer Stro¨mung in das Casing-Treatment hinein (cr > 0) und aus dem Casing-Treatment
hinaus (cr < 0) eingeteilt. Um die quasi-eindimensionalen Gro¨ßen zu erhalten, erfolgt an-
1
1
11
11
1
1
1
.
.
.
.
.
.
.
.3
2
2
5
5
5
5
0
0
0
9
9
pt/pref[−]
cr < 0
cr > 0
Abb. 7.5.: Beispiel des zeitlich gemittelten relativen Totaldrucks auf dem Geha¨use u¨ber dem
zweiten Rotor mit Gebieten der Ein- und Ausstro¨mung in das Casing-Treatment
schließend fu¨r jedes Gebiet getrennt eine Massenstrommittelung im Ort. Um einen Eindruck
der Stro¨mung zu geben, zeigt Abb. 7.5 neben den beiden Gebieten auch den Konturplot des
relativen Totaldrucks pt. Es ist unschwer zu erkennen, dass das eingeblasene Fluid im Gebiet
cr < 0 einen erho¨hten relativen Totaldruck aufweist und in diesem Fall eine Erho¨hung des
relativen Totaldrucks im Casing-Treatment (∆pt,ct > 0) vorhanden ist.
7.4. Diskussion der Ergebnisse
Im Folgenden sollen die im vorherigen Kapitel vorgestellten Gleichungen anhand von Simula-
tionen verdeutlicht und nachvollzogen werden, um ihre Gu¨ltigkeit, aber auch die Grenzen bei
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der quasi-eindimensionalen Betrachtung aufzuzeigen. Es wird gezeigt, dass sich die Erho¨hung
des relativen Totaldrucks im Casing-Treatment ∆pt,ct unmittelbar aufCPs−CPt auswirkt und
damit das Blockageverhalten unterschiedlicher Casing-Treatments erkla¨ren kann. Entspre-
chend der vorherigen, eindimensionalen Argumentation der Gleichungen (7.5) bis (7.10) kann
die ¨Anderung des relativen Totaldrucks dabei auf Entropie-, Rothalpie-, Totalenthalpie- und
Dralla¨nderung im Casing-Treatment zuru¨ckgefu¨hrt werden. Anschließend wird anhand einer
Lagrangeschen Betrachtung entsprechend Gleichung (7.12) gezeigt, dass die ¨Anderungen der
Totalenthalpie im Absolutsystem durch das vom Rotor aufgepra¨gte instationa¨re Druckfeld im
Casing-Treatment gepra¨gt ist.
7.4.1. Quasi-eindimensionale Betrachtung der Blockage
Anhand der Abb. 7.6 soll zuna¨chst gezeigt werden, wie es mit der Blockagedefinition nach
Khalid mo¨glich ist, sowohl unterschiedliche Betriebspunkte des Verdichters als auch unter-
schiedliche Casing-Treatment-Konfigurationen einheitlich einzig in Abha¨ngigkeit des quasi-
eindimensionalen Parameters CPs − CPt durch eine einzige Trendlinie zu beschreiben. Der
qualitative Verlauf der Blockage kann dabei durch die einfache quasi-eindimensionale Be-
trachtung aus Abb. 7.3 und Gleichung (7.4) erkla¨rt werden. Wa¨hrend die in Khalid (1995) oder
auch Khalsa (1996) durchgefu¨hrten Korrelationen der Blockage vor allem fu¨r unterschiedli-
che Verdichterparameter (z.B. Staffelungswinkel, Teilungsverha¨ltnis, Radialspalt) vorgenom-
men wurden, entha¨lt Abb. 7.6 alle Datensa¨tze aus dem Kennfeld der Abb. 7.1 fu¨r dieselbe
Verdichterkonfiguration, aber unterschiedliche Casing-Treatments. Der Fokus dieses Kapitels
liegt vor allem auf der Beschreibung des Einflusses der Casing-Treatment-Stro¨mung und we-
niger auf der Effektivita¨t unterschiedlicher Geometrien. Entsprechend soll Abb. 7.6 vor allem
das Zusammenfallen der einzelnen Datenpunkte auf eine einzige Trendlinie fu¨r die Blockage,
unabha¨ngig vom Betriebspunkt und der Casing-Treatment-Geometrie, verdeutlichen. Den-
noch sind die Datensa¨tze der Drehzahlkurven und der wichtigsten Parametervariationen aus
Anhang A.5 getrennt voneinander aufgefu¨hrt, um eine grobe Einordnung mit Daten aus der
Literatur zu erlauben. Als zusa¨tzliche Referenz ist weiterhin die letzte stabile Simulation mit
glatter Wand, deren statischer Gegendruck fu¨r die u¨brigen Casing-Treatment-Simulationen
verwendet wurde, gesondert dargestellt. Alle folgenden Abbildungen verwenden durchweg
dieselbe Notation der Datenreihen, allerdings werden nur die jeweils wichtigsten Datenreihen
explizit in der Legende angegeben. Wenn no¨tig, kann die Legende aus Abb. 7.6 als Referenz
verwendet werden.
Abb. 7.6 zeigt, dass zwar ein Großteil der Casing-Treatment-Geometrien eine Verringerung
der Blockage gegenu¨ber der Referenz gewa¨hrleisten kann, aber es durchaus auch Casing-
Treatment-Geometrien mit negativen Auswirkungen auf die Blockage gibt. Abweichend von
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Abb. 7.6.: Abha¨ngigkeit der Blockage nach Khalid (1995) fu¨r unterschiedliche Casing-
Treatment-Geometrien und Betriebspunkte auf der 97% Drehzahlkurve von den
Druckkoeffizienten CPs − CPt
der reibungsfreien Betrachtung nach Gleichung (7.4) und Abb. 7.4 ist der asymptotische An-
stieg der Blockage bei CPs −CPt ≈ 0.72 zu finden. Die geringe Streuung aller Datenpunkte
in Abb. 7.6 dient als Motivation dafu¨r, im Folgenden den Einfluss des Casing-Treatments auf
die Blockage einzig mit Hilfe von CPs − CPt zu beschreiben. Damit mu¨ssen nur zwei re-
lativ einfache skalare Gro¨ßen und nur ein einziger dimensionsloser Parameter CPs − CPt
ausgewertet werden. Wenn es mo¨glich ist, den Einfluss der Casing-Treatments auf diesen zu
erfassen, la¨sst sich im Ru¨ckschluss unmittelbar eine Aussage u¨ber die mo¨gliche Blockagere-
duktion treffen.
Die Abb. 7.7 und 7.8 geben einen Eindruck, wie sich die beiden Druckkoeffizienten CPs
und CPt u¨ber dem abgebildeten Raum verhalten. Die gro¨ßte Variation des statischen Druck-
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Abb. 7.7.: Abha¨ngigkeit der Blockage vom statischen Druckkoeffizienten CPs
koeffizienten CPs weisen hierbei die Datensa¨tze der Drehzahlkurven mit und ohne Casing-
Treatment auf. Aber auch bei den unterschiedlichen Casing-Treatment-Simulationen ist trotz
desselben total-zu-statischen Druckverha¨ltnisses der Maschine eine ¨Anderung in CPs in der
Gro¨ßenordnung von 0.05 zu erkennen. Der starke Anstieg in der Blockage fu¨r die Drehzahl-
kurve der glatten Wand bei CPs & 0.5 kann mit dem Casing-Treatment 02 verhindert werden,
so dass gro¨ßere Werte des statischen Druckkoeffizienten erreicht werden. Dies entspricht letzt-
endlich dem gro¨ßeren stalling-pressure-rise fu¨r die Simulationen mit Casing-Treatment.
Beim Vergleich des Totaldruckkoeffizienten CPt fu¨r die Drehzahlkurven in Abb. 7.8 fa¨llt auf,
dass es im entdrosselten Betriebspunkt bei geringen Werten der Blockage (CPt ≈ −0.18,
Ab,2/Aref ≈ 0.04) nur geringe Unterschiede zwischen den Konfigurationen mit und ohne
Casing-Treatment gibt. Allerdings ist ein entgegengesetzter Trend bei steigender Blockage
bzw. in Richtung der Pumpgrenze zu beobachten. Die Simulationen ohne Casing-Treatment
weisen in der Na¨he der Pumpgrenze ein gro¨ßeres Totaldruckdefizit zwischen dem gesto¨rten
Gebiet und der Hauptstro¨mung auf (CPt ≈ −0.205), wa¨hrend das Casing-Treatment 02 in
der Lage ist, dieses sogar zu verringern (CPt ≈ −0.13). Dies entspricht der bekannten Beob-
achtung aus der Literatur, dass die Blockage durch ein Gebiet erho¨hten relativen Totaldrucks
ersetzt wird. Ein Vergleich mit den u¨brigen Casing-Treatment-Simulationen bei festem total-
zu-statischem Druckverha¨ltnis zeigt allerdings, dass es durchaus auch schlechtere Casing-
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Abb. 7.8.: Abha¨ngigkeit der Blockage vom Totaldruckkoeffizienten CPt
Treatment-Geometrien gibt, die in ihrem Trend der glatten Wand a¨hneln. Analog zu Takata
und Tsukuda (1977) weisen solche eher schlechten Casing-Treatments mit gro¨ßerer Blocka-
ge eine Neigung entgegen der Rotationsrichtung auf. Als Beispiel wurden in Abb. 7.8 die
Casing-Treatments 10 und 11 mit einem solchen negativen Neigungswinkel (βct < 0◦) ex-
plizit kenntlich gemacht. Die Variation der Casing-Treatment-Geometrien bei einem festen
total-zu-statischen Druckverha¨ltnis zeigen ¨Anderungen in CPt in der Gro¨ßenordnung von 0.1
und damit noch u¨ber den ¨Anderungen in CPs.
7.4.2. Einfluss des Casing-Treatments auf den
Totaldruckkoeffizienten
Abb. 7.6 zeigt zuna¨chst nur, dass die Blockageentwicklung gut durch den Parameter
CPs − CPt charakterisiert ist. Motiviert durch die Beobachtung, dass effektive Casing-
Treatments den relativen Totaldruck im Blockagegebiet erho¨hen und CPt damit steigt, soll
Abb. 7.9 einen Eindruck des Einflusses der Casing-Treatment-Einblasung auf CPs − CPt
geben. Aufgetragen sind dabei neben dem Parameter CPs − CPt auch der Totaldruckkoef-
fizient CPt u¨ber die relative Totaldruckerho¨hung im Casing-Treatment ∆pt,ct. Die relative
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Totaldruckerho¨hung ∆pt,ct ist dabei mit dem rezirkulierenden Massenstrom gewichtet, da ei-
ne Einblasung mit hohem Totaldruck, aber einem geringen Massenstrom am Rotoraustritt, nur
einen geringen Einfluss auf den dortigen Totaldruck hat.
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Abb. 7.9.: Abha¨ngigkeit des TotaldruckkoeffizientenCPt und des ParametersCPs−CPt vom
massengewichteten relativen Totaldruckanstieg im Casing-Treatment
Trotz der relativ starken Streuung der Datenpunkte in Abb. 7.9 korreliert ein steigender Total-
druckkoeffizient mit einem gro¨ßeren relativen Totaldruckanstieg im Casing-Treatment. Eine
Erho¨hung des relativen Totaldrucks im Casing-Treatment kann damit durch die entsprechende
Beeinflussung des Totaldruckkoeffizienten CPt bzw. CPs − CPt direkt die Verringerung der
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Blockage erkla¨ren. Die Streuung der Datenpunkte la¨sst sich durch die unterschiedlichen Aus-
mischverluste der verschiedenen Casing-Treatment-Geometrien erkla¨ren. Diese lassen sich
anhand der vereinfachten quasi-eindimensionalen Betrachtung nur schwer erkla¨ren und erfor-
dern wiederum eine detailliertere Analyse der Stro¨mung. Aus diesem Grund wird nicht na¨her
versucht, die Ausmischverluste zwischen Casing-Treatment-Einblasung und Rotoraustritt zu
beschreiben. Stattdessen wird die Streuung in Abb. 7.9 als geometriespezifisch akzeptiert, so
dass nur die Auswirkung, nicht jedoch die Ursache, im Totaldruckkoeffizienten CPt erfasst
wird.
Es bleibt festzuhalten, dass eine verlustarme Auslegung von Casing-Treatments nicht durch
einfache eindimensionale Bilanzen erfolgen kann und entsprechend individuell vom Ausle-
gungsingenieur durchgefu¨hrt werden muss. Allerdings sind die Auswirkungen der Ausmisch-
verluste auf die Blockage bereits inha¨rent im Totaldruckkoeffizienten CPt enthalten, so dass
der Parameter CPs − CPt in Abb. 7.3 dennoch gut zur Parametrisierung der Blockage und
der Beurteilung eines Casing-Treatments geeignet ist.
7.4.3. Relativer Totaldruck und Rothalpie im Casing-Treatment
Nach der globalen Korrelation der Blockage u¨ber CPs − CPt aus Abb. 7.6 und dem Ein-
fluss der Casing-Treatment-Stro¨mung auf diesen Parameter konzentrieren sich die folgenden
Betrachtungen auf die tatsa¨chliche Casing-Treatment-Stro¨mung. Es soll gekla¨rt werden unter
welchen Umsta¨nden Fluid mit erho¨htem relativen Totaldruck in den Hauptgaskanal einge-
blasen wird und damit die Blockage beeinflusst. Hierfu¨r ist es hilfreich, sich die Stro¨mung
im Casing-Treatment als eine gemittelte quasi-eindimensionale Zustandsa¨nderung eines Teil-
chens bei der Durchstro¨mung des Casing-Treatments vorzustellen. Die hier bilanzierten ein-
und austretenden Flu¨sse ko¨nnen dann als Ergebnis einer solchen Zustandsa¨nderung entspre-
chend des Satz von Gibbs aufgefasst werden. Die Integration beider Seiten von Gleichung
(7.5) zwischen dem Ein- und Austritt aus dem Casing-Treatment ergibt anna¨hernd
∆hrot,ct = ∆ht,ct ≈ ∆pt,ct
ρt
+ T∆sct . (7.13)
Die Rothalpiea¨nderung entspricht in diesem Fall der ¨Anderung der relativen Totalenthalpie, da
der untersuchte Verdichter einen konstanten Geha¨useradius aufweist (vgl. Gleichung (2.8)).
Weiterhin wird hier fu¨r die gemittelten Gro¨ßen ρt und T ein einfaches arithmetisches Mittel
des Zustands am Ein- und Austritt aus dem Casing-Treatment verwendet. Der Zusammen-
hang aus Gleichung (7.13) ist fu¨r die durchgefu¨hrten Simulationen in Abb. 7.10 zu sehen.
Obwohl die Casing-Treatment-Stro¨mung natu¨rlich instationa¨r und z.T. auch stark inhomogen
ist, kann die geringe Streuung in Abb. 7.10 als Motiviation genommen werden, die zeitlich ge-
mittelte Zustandsa¨nderung im Casing-Treatment mit einer einfachen quasi-eindimensionalen
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Abb. 7.10.: Gedachte quasi-eindimensionale Zustandsa¨nderung im Casing-Treatment nach
Gleichung (7.13)
Beschreibung massenstromgemittelter Gro¨ßen zu approximieren.
Abb. 7.11 zeigt den direkten Zusammenhang zwischen relativer Totaldruck- und Rothal-
piea¨nderung im Casing-Treatment. Die prinzipielle Abha¨ngigkeit des relativen Totaldrucks
von der Rothalpie ist zwar erkennbar, allerdings weisen die Datenpunkte eine Streuung auf.
Entsprechend Gleichung (7.13) und Abb. 7.11 kann diese auf eine Entropiea¨nderung im
Casing-Treatment zuru¨ckgefu¨hrt werden. Dies verdeutlicht die Grenzen der einfachen quasi-
eindimensionalen Betrachtung und die Bedeutung einer verlustarmen Auslegung. So ist bei-
spielsweise anhand von Abb. 7.11 keine klare Trennung zwischen Wa¨rmetransport und der
irreversiblen Entropieproduktion mo¨glich. Weiterhin kann auch keine Aussage u¨ber die ge-
naue Ursache von Verlusten im Casing-Treatment getroffen werden. Fu¨r die hier verwendeten
Geometrien mit scharfen Kanten und z.T. starken Ablo¨sungen kann einzig festgehalten wer-
den, dass die erreichte relative Totaldruckerho¨hung im Casing-Treatment fu¨r eine feste Ro-
thalpiea¨nderung durchaus um mehrere tausend Pascal variiert, so dass dieser Einfluss in einer
Auslegung relevant und nicht zu vernachla¨ssigen ist.
Da die Entropiea¨nderungen allgemein nur schwer durch eine eindimensionale Betrachtung
beschrieben werden ko¨nnen, konzentrieren sich die folgenden Diskussionen auf die einfacher
zu beschreibende ¨Anderung der Rothalpie im Casing-Treatment. Nach Gleichung (7.10) setzt
sich die Rothalpiea¨nderung dabei aus der ¨Anderung der Totalenthalpie im Absolutsystem so-
wie der Dralla¨nderung zwischen dem ein- und austretenden Fluid zusammen. Motiviert durch
Brignole (2009), bei dem die Rothalpiea¨nderung auf die Dralla¨nderung des Fluids bzw. die
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Abb. 7.11.: Zusammenhang zwischen der relativen Totaldruck- und der Rothalpiea¨nderung
im Casing-Treatment
Umfangsneigung der Casing-Treatments zuru¨ckgefu¨hrt wird, betrachtet Abb. 7.12 zuna¨chst
nur diesen Zusammenhang. Dabei ist ein Trend zwischen Drall- und Rothalpiea¨nderung er-
kennbar, der durch eine Ausgleichsgerade fu¨r die Casing-Treatments 01 bis 11 approximiert
wurde. Der Schnittpunkt mit der Ordinate liegt in diesem Fall bei ∆hrot,ct ≈ −8190J/kg.
Dieser Extrapolation folgend, tritt in einem Casing-Treatment ohne jegliche Dralla¨nderung
eine negative Rothalpiedifferenz ∆hrot,ct = hrot,ct,aus−hrot,ct,ein zwischen ein- und austreten-
dem Fluid auf. Dies kann auf die gleichzeitige ¨Anderung der Totalenthalpie des Absolutsys-
tems ∆ht,abs,ct in Gleichung (7.10) zuru¨ckgefu¨hrt werden. Diese wiederum ist prima¨r durch
das vom Rotor aufgepra¨gte, lokal instationa¨re Druckfeld gepra¨gt (vgl. Gleichung (7.12)).
In Abb. 7.13 ist diese ¨Anderung der Totalenthalpie des Absolutsystems zusammen mit der
Rothalpiea¨nderung na¨her dargestellt. Obwohl kein klarer Trend erkennbar ist, weisen alle
Casing-Treatment-Simulationen eine negative Totalenthalpiea¨nderung auf. Fu¨r die untersuch-
ten Casing-Treatments wirkt sich die Instationarita¨t damit negativ auf die Rothalpiea¨nderung
aus. Im schlechtesten hier beobachteten Fall gehen bis zu
∆ht,abs,ct
(Ωrtip)∆cuabs,ct
≈ −16630
J/kg
−21850J/kg ≈ 76%
der durch die Dralla¨nderung hervorgerufenen Rothalpiea¨nderung im Casing-Treatment durch
instationa¨re Totalenthalpiea¨nderungen des Absolutsystems verloren. Im besten Fall betrug
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Abb. 7.12.: Anteil der Dralla¨nderung im Casing-Treatment an der Rothalpiea¨nderung ent-
sprechend Gleichung (7.10) und Ausgleichsgerade fu¨r die Casing-Treatments 01
bis 11 mit einer Variation des Neigungswinkels
dieser Einfluss nur
∆ht,abs,ct
(Ωrtip)∆cuabs,ct
≈ −3330
J/kg
−24940J/kg ≈ 13% .
Bezu¨glich der relativen Totaldrucka¨nderung im Casing-Treatment bleibt festzuhalten, dass
der erwu¨nschte Anstieg des relativen Totaldrucks durch die Rothalpiea¨nderung sowie Entro-
piea¨nderungen gepra¨gt ist. Da die Totaldruckverluste durchaus signifikant sein ko¨nnen,
mu¨ssen sie bei einer Auslegung mit beru¨cksichtigt werden. Aufgrund der Komplexita¨t und
des Fokus auf eine integrale Betrachtung werden sie hier jedoch nicht na¨her betrachtet. Die
Rothalpiea¨nderung la¨sst sich in zwei Einflu¨sse unterteilen. Zum einen ist dies die schon in
Brignole (2009) beschriebene ¨Anderung des Dralls und zum anderen die ¨Anderung der Tota-
lenthalpie im Absolutsystem aufgrund der Instationarita¨t. Die Dralla¨nderung ist prima¨r durch
die Neigung der Casing-Treatments gepra¨gt, wa¨hrend fu¨r die Totalenthalpiea¨nderung des Ab-
solutsystems fu¨r die hier untersuchten Konfigurationen kein klarer Trend erkennbar ist.
7.4.4. Einfluss der Instationarita¨t
Wie in Abb. 7.13 erkennbar, weisen alle Casing-Treatment-Stro¨mungen eine negative Tota-
lenthalpiea¨nderung im Absolutsystem auf. Dieser Abschnitt soll dazu dienen, dies na¨her zu
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Abb. 7.13.: Anteil der ¨Anderung der Totalenthalpie des Absolutsystems im Casing-Treatment
an der Rothalpiea¨nderung entsprechend Gleichung (7.10)
erkla¨ren und gleichzeitig einen besseren Eindruck vom Einfluss der Instationarita¨t auf die To-
talenthalpie des Absolutsystems und damit auch auf die Rothalpie zu erhalten. Dafu¨r wird eine
Lagrangesche Betrachtung durchgefu¨hrt und die Totalenthalpiea¨nderungen mehrerer Fluid-
teilchen entsprechend Gleichung (7.12) ermittelt.
Ein quantitativer Vergleich mit den vorherigen Bilanzen der Eulerschen Betrachtung ist
strenggenommen nur fu¨r eine unendliche Anzahl an Bahnlinien mit der entsprechenden Mit-
telung in Zeit und Ort mo¨glich. Allerdings lassen sich die beobachteten Trends qualitativ be-
reits mit einer repra¨sentativen Bahnlinie erkla¨ren, die in ihrem Verhalten einem Großteil aller
Bahnlinien und der zugeho¨rigen Fluidteilchen a¨hnelt. Fu¨r die Auswahl einer solchen Bahn-
linie wird im Folgenden zuna¨chst das kumulative Verhalten einer diskreten Anzahl an Fluid-
teilchen im Casing-Treatment 03 aufgezeigt. Daran anschließend wird na¨her auf die negative
Totalenthalpiea¨nderung des Absolutsystems bei der Durchstro¨mung des Casing-Treatments
anhand dieser beispielhaft ausgewa¨hlten Bahnlinie eingegangen.
Die numerische Diskretisierung der Zeitableitungen von Gleichung (7.12) erfolgt durch einen
zentralen Differenzenquotienten mit derselben Schrittweite wie die zugrundeliegende Simu-
lation. Insgesamt werden an 120 a¨quidistanten Zeitschritten einer Periode jeweils 1089 Fluid-
teilchen mit a¨quidistanten Startpositionen an der gesamten ¨Offnungsfla¨che eines Casing-
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Treatments verfolgt. Da die Stro¨mung lokal z.T. aus dem Casing-Treatment hinaus gerichtet
ist, werden insgesamt nur ca. 60000 Fluidteilchen auf ihren Bahnlinien durch das Casing-
Treatment verfolgt. Fu¨r die zeitliche Integration wird ein explizites Euler-Verfahren verwen-
det.
Einen ersten Eindruck u¨ber das instationa¨re Verhalten aller Fluidteilchen sollen die Abb. 7.14
und 7.15 geben. Abb. 7.14 zeigt zuna¨chst die relative Ha¨ufigkeitsdichte aller in das Casing-
Treatment ein- und austretenden Fluidteilchen u¨ber eine Rotorperiodendauer T . Da nur die
Anzahl der Fluidteilchen, nicht aber die Massendichte beru¨cksichtigt wird, entspricht die-
se Darstellung nicht exakt dem Massenstrom im Casing-Treatment. Dennoch lassen sich
die Zeitfenster mit vorwiegender Ein- bzw. Ausstro¨mung relativ gut trennen und durch den
vom Hauptgaskanal aufgepra¨gten Druck erkla¨ren. So korrespondiert das Plateau mit dem
gro¨ßten Anteil an einstro¨menden Fluidteilchen zwischen 0.1 . t/T . 0.3 gerade mit ei-
ner relativen Casing-Treatment-Position auf der Druckseite. Ab t/T ≈ 0.4 kommt es zur
¨Uberschneidung der Rotorvorderkante mit dem Casing-Treatment und das Ausstro¨men aus
dem Casing-Treatment in den Hauptgaskanal beginnt. Auch die in Abb. 7.15 dargestellte Ver-
weilzeit der einzelnen Fluidteilchen ∆t = taus− tein ist stark durch die Rotorwechselwirkung
gepra¨gt. Bereits nach einer Rotorperiode sind 74% der Fluidteilchen wieder aus dem Casing-
Treatment ausgetreten, wa¨hrend die durchschnittliche Verweilzeit ∆t/T = 1.56 betra¨gt.
Damit lassen sich anhand der Abb. 7.14 und 7.15 bereits die durchweg negativen Totalenthal-
piea¨nderungen des Absolutsystems zumindest qualitativ erkla¨ren. Da die meisten Fluidteil-
chen druckseitig in das Casing-Treatment eintreten und noch vor einer Rotorperiode saugsei-
tig bei einem geringeren Druck wieder austreten, muss der Großteil der Fluidteilchen im Mit-
tel eine negative lokale Drucka¨nderung ∂p
dt
erfahren. Nach Gleichung (7.12) ist dies a¨quivalent
zu einem Absinken der Totalenthalpie im Absolutsystem. Obwohl Gleichung (7.12) auch
Wa¨rmestro¨me und die Viskosita¨t beru¨cksichtigt, scheint der Einfluss dieser Terme nur se-
kunda¨r. Zur Verdeutlichung zeigt Abb. 7.16 die relative Ha¨ufigkeitsdichte der Totalenthal-
piea¨nderungen im Absolutsystem. Grundlage fu¨r die zeitliche Integration entlang der Bahnli-
nie bildet dabei in allen gezeigten Fa¨llen Gleichung (7.12). Die direkte Integration der linken
Seite entlang einer Bahnlinie
∆ht,abs,ct =
t=tend∫
t=tstart
dht,absdt (7.14)
kann als Referenz betrachtet werden, wa¨hrend die beiden u¨brigen Verteilungen nur Teile
der rechten Seite beru¨cksichtigen und damit einige Terme vernachla¨ssigen. Ein Vergleich
zeigt, dass bereits die Beru¨cksichtigung des instationa¨ren Drucks die Referenzverteilung gut
trifft. Somit ist es durchaus gerechtfertigt, den negativen Erwartungswert der Totalenthal-
piea¨nderung im Absolutsystem mit Hilfe einer isentropen und adiabaten Betrachtung zu er-
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Abb. 7.14.: Ha¨ufigkeitsdichte in das Casing-Treatment ein- und austretender Fluidteilchen
u¨ber eine Rotorperiode (oben) sowie die zugeho¨rige relative Position des Casing-
Treatments 03 bzgl. des Rotors bei H = 0.8 (unten). Zusa¨tzlich sind das zu-
geho¨rige Druckfeld und die auf das Geha¨use projizierte Position eines aus-
gewa¨hlten Fluidteilchens zwischen 0.2 < t
T
< 0.8 mit dargestellt
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Abb. 7.15.: Verweilzeit aller Fluidteilchen im Casing-Treatment 03
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Abb. 7.16.: Zeitlich aufintegrierte Totalenthalpiea¨nderung im Casing-Treatment 03 unter
Beru¨cksichtigung verschiedener Terme aus Gleichung (7.12)
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kla¨ren. Die zusa¨tzliche Beru¨cksichtigung der Entropiea¨nderung entlang einer Bahnlinie fu¨hrt
zu einer weiteren Anna¨hrung an die Referenzverteilung. Die restliche Differenz bzgl. der
Referenz ist vermutlich auf Ungenauigkeiten der numerischen Integration sowie die Ver-
nachla¨ssigung der Arbeitsumsetzung durch viskose Kra¨fte zuru¨ckzufu¨hren. Dies entspricht
der Feststellung aus Hodson et al. (2012), nachdem die Viskosita¨t und der Wa¨rmetransport
zwar die quantitative Aussage beeinflussen, nicht jedoch die prima¨ren physikalischen Effek-
te.
Abschließend zeigt Abb. 7.17 einen detaillierteren Verlauf einiger Stro¨mungsgro¨ßen eines
beispielhaft ausgewa¨hlten Fluidteilchens bei der Durchstro¨mung des Casing-Treatments, um
die negative Totalenthalpiea¨nderungen im Absolutsystem besser diskutieren zu ko¨nnen. Fu¨r
einen besseren ¨Uberblick ist in Abb. 7.14 die auf die Geha¨usefla¨che projizierte Position des
betrachteten Fluidteilchens zu jedem Zeitpunkt durch einen schwarzen Punkt gekennzeich-
net. Durch die Neigung des Casing-Treatments liegt die projizierte Position z.T. außerhalb
der Casing-Treatment- ¨Offnungsfla¨che. Um die Austrittsposition in Abb. 7.14 mo¨glichst exakt
darstellen zu ko¨nnen, wurde ein Fluidteilchen ausgewa¨hlt, welches zum Zeitpunkt t/T = 0.2 in
das Casing-Treatment ein- und innerhalb einer Rotorperiode zum Zeitpunkt t/T = 0.808 ≈ 0.8
wieder aus dem Casing-Treatment austritt.
Bereits ohne na¨her auf die Details der vom Fluidteilchen gespu¨rten lokalen zeitlichen
Drucka¨nderung ∂p
∂t
aus Abb. 7.17 einzugehen, ist die im Mittel negative Ableitung ∂p
∂t
< 0
bereits erkennbar. Die Details der lokalen, instationa¨ren Drucka¨nderung lassen sich unter der
Annahme eines vom Hauptgaskanal aufgepra¨gten Druckfelds im Casing-Treatment mit Hilfe
von Abb. 7.14 erkla¨ren. Da die ¨Anderungen der Fluidteilchenposition im Vergleich zur Schau-
felbewegung klein ist, wird bei dieser qualitativen Diskussion nur das instationa¨r am Casing-
Treatment vorbeilaufende Druckfeld beru¨cksichtigt. Auf die relative Bewegung des Fluidteil-
chens bzgl. des Casing-Treatments wird nicht eingegangen. Zuna¨chst ist bis t/T ≈ 0.4 eine
gro¨ßtenteils positive lokale Drucka¨nderung zu beobachten. Bis zu diesem Zeitpunkt wandert
die Rotordruckseite in Richtung der projizierten Position des Fluidteilchens, welches einen
entsprechenden zeitlich ansteigenden Druck wahrnimmt. Zwischen 0.4 . t/T . 0.6 la¨uft die
Blattspitze des Rotors an dem Fluidteilchen vorbei, so dass es sich ab t/T ≈ 0.6 auf der Saug-
seite befindet. Zu diesem Zeitpunkt ist die vom Betrag maximale lokale Drucka¨nderung zu
beobachten. Zwischen 0.6 . t/T . 0.8 nimmt der Betrag von ∂p
∂t
zwar stetig ab, die lokale
Drucka¨nderung bleibt jedoch durchweg negativ. Diese betragsma¨ßig geringe negative Ablei-
tung ist ebenfalls in Abb. 7.14 zu erkennen, in dem die Position des Fluidteilchens bzgl. des
instationa¨r vorbeilaufenden Druckfelds des Rotors zu leicht geringen Dru¨cken wandert. Der
Vergleich der lokalen ¨Anderung des Drucks aus Abb. 7.17 mit dem von der Hauptstro¨mung
aufgepra¨gten Druckfeld aus Abb. 7.14 zeigt, dass die im Mittel negative lokale Drucka¨nderung
∂p
∂t
< 0 vor allem durch den vorbeilaufenden Rotor gepra¨gt ist.
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Abb. 7.17.: Verschiedene Stro¨mungsgro¨ßen entlang der in Abb. 7.14 angedeuteten Bahnlinie
durch das Casing-Treatment 03
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Der zweite Graph in Abb. 7.17 zeigt die Auswirkung des instationa¨ren Druckfelds auf die
Totalenthalpie im Absolutsystem ∆ht,abs. Um einen einfacheren Vergleich zu erlauben, wird
dabei nur die entlang der ausgewa¨hlten Bahnlinie aufintegrierte lokale Drucka¨nderung ent-
sprechend
∆ht,abs =
t/T∫
t/T=0.2
1
ρ
∂p
∂t
dt (7.15)
dargestellt. Die vollsta¨ndige Beru¨cksichtigung aller Terme in Gleichung (7.12) fu¨hrt letztend-
lich zu einer um 32% geringeren Totalenthalpiedifferenz entlang der verwendeten Bahnlinie.
Auffa¨llig ist, dass das Fluidteilchen bis t/T ≈ 0.5 nur eine geringe positive Totalenthalpiedif-
ferenz aufweist. Erst beim Vorbeilaufen des Rotors kommt es zu den beobachteten negativen
Werten. Da die treibende Druckdifferenz zwischen Druck- und Saugseite einer der wichtigs-
ten Einflu¨sse fu¨r die Rezirkulation von Fluid im Casing-Treatment ist, scheint eine negative
Totalenthalpiea¨nderung im Casing-Treatment, zumindest fu¨r die hier untersuchte Geometrie-
familie, unausweichlich.
Zur Beurteilung der Rothalpiea¨nderung des Fluidteilchens wird in Abb. 7.17 zuna¨chst die
¨Anderung des Dralls anhand des Terms ∆(Ωrcuabs) dargestellt. Der durchweg negative Ver-
lauf kann unmittelbar durch die Umfangsneigung des Casing-Treatments erkla¨rt werden. In
Abb. 7.14 kann auf die Umfangsneigung des Casing-Treatments nur indirekt geschlossen wer-
den, da sich das Fluidteilchen zu den Zeiten t/T = 0.4 und t/T = 0.6 außerhalb der Casing-
Treatmento¨ffnungsfla¨che befindet.
Mit den diskutierten Verla¨ufen der Totalenthalpie des Absolutsystems und des Terms Ωrcuabs
la¨sst sich die Rothalpiea¨nderung
∆hrot = ∆ht,abs −∆(Ωrcuabs) (7.16)
des verfolgten Fluidteilchens unmittelbar erkla¨ren. Zuna¨chst ist bis t/T ≈ 0.4 die ¨Anderung
des Dralls der treibende Faktor fu¨r die gewu¨nschte Rothalpiea¨nderung. Durch die stark nega-
tive Totalenthalpiea¨nderung im Absolutsystem ab t/T ≈ 0.4 und einem noch immer sinkenden
Drall ist zwischen 0.4 . t/T . 0.55 praktisch keine ¨Anderung der Rothalpie erkennbar. Ab
t/T ≈ 0.6 hat die Umfangskomponente der Absolutgeschwindigkeit ihren finalen Wert er-
reicht und die weiterhin sinkende Totalenthalpie im Absolutsystem fu¨hrt zu einem Sinken der
Rothalpie. Obwohl die Rothalpiea¨nderung zwischenzeitlich ∆hrot ≈ 40000J/kg betrug, hat
das Fluidteilchen beim Austritt aus dem Casing-Treatment zum Zeitpunkt t/T ≈ 0.8 nur noch
eine Erho¨hung der Rothalpie um ∆hrot ≈ 10000J/kg erfahren.
Da bei der Blockage vor allem die Erho¨hung des relativen Totaldrucks betrachtet wurde, ist
diese in Abb. 7.17 ebenfalls mit dargestellt. Wie auch die Rothalpie weist das Fluidteilchen
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beim Austritt aus dem Casing-Treatment eine Erho¨hung des relativen Totaldrucks auf. Dies
la¨sst sich unmittelbar durch Gleichung (7.7) erkla¨ren, die einen direkten Zusammenhang mit
der Rothalpiea¨nderung vorschreibt. Dies dru¨ckt sich auch durch den sehr a¨hnlichen Verlauf
zur Rothalpie aus, so dass dieser nicht weiter diskutiert wird.
Nach der detaillierteren Betrachtung eines Fluidteilchens lassen sich einige, bisher in der Li-
teratur nicht oder nur teilweise zu findende Beobachtungen bezu¨glich des Einflusses insta-
tiona¨rer Effekte zusammenfassen. Anders als in Smith und Cumpsty (1984) fu¨r mittig u¨ber
dem Rotor positionierte Axialnuten vermutet wurde, scheinen instationa¨re Effekte im Casing-
Treatment nicht nur von
”
secondary importance“ zu sein. Zuna¨chst ist eine quasi-stationa¨re,
zeitlich gemittelte Stro¨mungslo¨sung durchaus in der Lage, die Entwicklung der Blockage in
Abb. 7.6 und damit auch die Effektivita¨t eines Casing-Treatments zu erkla¨ren. Gleichzeitig
entha¨lt eine solche Betrachtung jedoch bereits inha¨rent den Einfluss der lokalen instationa¨ren
Drucka¨nderung auf die Rothalpie und damit auch auf die ¨Anderung des relativen Totaldrucks.
Mit einer rein stationa¨ren Betrachtung ist dies nicht mo¨glich. Diese Beobachtung beschra¨nkt
sich dabei ausschließlich auf die Instationarita¨t im Casing-Treatment selber. Es wird in die-
ser Arbeit keinerlei Versuch unternommen, beispielsweise die Bedeutung der pulsierenden
Einblasung und deren Interaktion mit dem Radialspaltwirbel zu beschreiben.
Fu¨r die hier verwendeten einfachen Axialnuten mit Umfangsneigung liegt die durch instati-
ona¨re Effekte hervorgerufene Totalenthalpiea¨nderung im Absolutsystem nach Abb. 7.13 bei
ungefa¨hr ∆ht,abs ≈ −8190J/kg. Je nach Casing-Treatment entspricht dies in etwa 13 bis 76%
der durch die Dralla¨nderung hervorgerufenen Rothalpiedifferenz im Casing-Treatment. Ob-
wohl sich das instationa¨re Druckfeld damit zuna¨chst negativ auf die Rothalpieumsetzung aus-
wirkt, scheint die zugrundeliegende instationa¨re Drucka¨nderung durch den vorbeilaufenden
Rotor unvermeidbar, um eine Rezirkulation durch das Casing-Treatment zu gewa¨hrleisten.
Wie Abb. 7.13 zeigt, ko¨nnen sich geometrische Anpassungen jedoch durchaus auf das zeitli-
che Mittel der massenstromgewichteten Rothalpiedifferenz im Casing-Treatment auswirken.
Inwieweit dies eine Optimierung bzgl. der Instationarita¨t zula¨sst, ist jedoch nur schwer zu be-
urteilen. Auch der Einfluss der Instationarita¨t auf andere Casing-Treatment-Familien ist nicht
unmittelbar ersichtlich. So wa¨re beispielsweise fu¨r das Casing-Treatment aus Emmrich (2009)
mit getrenntem Ein- und Auslass und einem zwischengeschalteten Plenum ein geringerer Ein-
fluss des instationa¨ren Druckfelds des Rotors auf die Rothalpiedifferenz vorstellbar.
7.5. Schlußfolgerungen und Einordnung in Literatur
Abschließend werden nochmals einige der Beobachtungen aus der Literatur im Rahmen der
hier vorgenommenen Betrachtung der Axialnuten diskutiert. Die Literaturstellen zu den ange-
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sprochenen Aspekten sind bereits in Kapitel 4.2 zusammengefasst und werden hier nicht im
vollen Umfang wiederholt.
Schon fru¨h wurde die Bedeutung der Umfangsneigung und des Dralls des wiedereintretenden
Fluids fu¨r eine Pumpgrenzerweiterung erkannt. Takata und Tsukuda (1977) beobachteten ei-
ne Erniedrigung der Pumpgrenze bei einer Umfangsneigung entgegen der Rotationsrichtung.
Diese starke Abha¨ngigkeit ist auch in dieser Arbeit wiederzufinden. Beispielsweise zeigt die
Variation des Neigungswinkels der Casing-Treatments 01 bis 11 in Abb. 7.6 das gro¨ßte Po-
tential zur Beeinflussung der Blockage. Dabei fu¨hren gerade die Casing-Treatments mit ei-
nem negativen Neigungswinkel zu einer Vergro¨ßerung der Blockage im Vergleich zur glatten
Wand. Eine Erkla¨rung fu¨r diese starke Abha¨ngigkeit von der Umfangsneigung folgt unmit-
telbar aus den Gleichungen (7.4), (7.7) und (7.10). Die Dralla¨nderung aufgrund der Neigung
fu¨hrt unmittelbar zu einer ¨Anderung der Rothalpie und damit auch des relativen Totaldrucks.
Dies wiederum fu¨hrt zu einer Beeinflussung des Totaldruckkoeffizienten CPt und der zu-
geho¨rigen ¨Anderung der Blockage. In Abb. 7.11 und 7.12 ist dies an den Casing-Treatments
01 bis 11 zu erkennen. Diese Konfigurationen weisen nach Tab. A.1 einen Neigungswinkel
von βct = −30◦ bis 70◦ auf. Entsprechend des Neigungswinkel variiert die zugeho¨rige relati-
ve Totaldruckerho¨hung im Casing-Treatment zwischen 3800 bis 32000 Pa.
Die Reduzierung der Blockagebeschreibung auf effektiv nur einen Skalar CPs − CPt erlaubt
auch die Interpretation einer weiteren Beobachtung aus Cumpsty (1990), nachdem Casing-
Treatments nur bei einem starken lokalen Anstieg der Blockage effektiv arbeiten ko¨nnen
(
”
where the rate of increase of local blockage [...] is rapid“, Cumpsty (1990) S. 404). Zur
Erla¨uterung la¨sst sich die Reduktion der Blockage zu
∆Ab,2 ≈ ∂Ab,2
∂(CPs − CPt)∆ (CPs − CPt) (7.17)
linearisieren. Fu¨r ein festes ∆(CPs − CPt) ist die Blockagereduktion damit direkt propor-
tional zu der Ableitung ∂Ab,2/∂(CPs−CPt). Die ¨Anderung ∆(CPs − CPt) zwischen der glat-
ten Wand Konfiguration und der Verwendung eines Casing-Treatments ist vor allem von der
Casing-Treatment-Geometrie sowie den Verlusten beeinflusst (vgl. Abb. 7.9). Dagegen ist
die Ableitung ∂Ab,2/∂(CPs−CPt) in starkem Maße vom eigentlichen Verdichter (z.B. Spaltmaß,
Staffelungswinkel oder Betriebspunkt) und dem absoluten Wert des Parameters CPs − CPt,
bzw. der Blockage Ab,2 abha¨ngig. Die Abha¨ngigkeit der Ableitung ∂Ab,2/∂(CPs−CPt) ist in
Abb. 7.18 oder durch Ableiten von Gl. (7.4) ersichtlich. Damit fu¨hrt beispielsweise ein
gro¨ßerer Rotorradialspalt zu einer gro¨ßeren Blockage Ab,2 und damit letztendlich auch zu
einem gro¨ßeren ∂Ab,2/∂(CPs−CPt). Die unmittelbaren Folgen sind direkt durch analytisches Ab-
leiten von Gleichung (7.4) oder auch beispielhaft in Abb. 7.18 zu sehen. Bei großen Wer-
ten von ∂Ab,2/∂(CPs−CPt), fu¨hrt bereits eine geringe Beeinflussung des Parameters CPs − CPt
durch das Casing-Treatment zu einer großen Blockagereduktion. Dies entspricht wohl der
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Feststellung aus Cumpsty (1990) (S. 407), dass
”
the stall margin improvement increases as
the tip clearance is rasied “. Cumpsty (1990) merkt ebenfalls an, dass die Effektivita¨t eines
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Abb. 7.18.: Abha¨ngigkeit der Blockagereduktion aus Abb. 7.6 mit beispielhafter Linearisie-
rung
Casing-Treatments mit steigendem Radialspalt ebenfalls ansteigt. Dies kann durch eine voll-
kommen analoge Betrachtung erkla¨rt werden, da die Blockage bzw. der Parameter CPs−CPt
mit steigenden Spalten bei gro¨ßeren Werten liegt. Durch die entsprechend gro¨ßere Ableitung
∂Ab,2/∂(CPs−CPt) ist es demselben Casing-Treatment damit mo¨glich, nach Gleichung (7.17) die
Blockage in einem gro¨ßeren Maße zu reduzieren.
Dieselbe Argumentation liefert auch eine einfache Erkla¨rung dafu¨r, warum sich dieselben
Drehzahlkurven mit und ohne Casing-Treatment im Kennfeld in Richtung der Pumpgrenze
weiter voneinander entfernen. Dies ist beispielsweise auch in Abb. 7.1 der Fall. In Rich-
tung der Pumpgrenze nimmt die Blockage mit wachsendem CPs − CPt exponentiell zu.
Gleichzeitig ist ∆(CPs − CPt) unter Vernachla¨ssigung von Verlusten und dem Einfluss der
Instationarita¨t auf die relative Totaldruckerho¨hung im Casing-Treatment in erster Na¨herung
durch die feste Casing-Treatment-Geometrie und der zugeho¨rigen Dralla¨nderung beschrieben
(vgl. Gleichung (7.7) und (7.10)). Folglich fu¨hrt die relative Totaldruckerho¨hung im Casing-
Treatment in der Na¨he der Pumpgrenze auch zu einer gro¨ßeren Blockagereduktion. Bei dieser
Betrachtung unberu¨cksichtigt ist allerdings der im Casing-Treatment rezirkulierte Massen-
strom, der auf einer Drehzahlkurve natu¨rlich ebenfalls variieren kann.
Die Arbeit von Pixberg et al. (2013) zeigt, dass die ¨Ubertragbarkeit einer Casing-Treatment-
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Geometrie auf andere Verdichterkonfigurationen zwar prinzipiell machbar ist, jedoch nicht
zwingend zu derselben Erweiterung des Betriebsbereichs fu¨hrt. Zwar wurde dieser Aspekt
in der vorliegenden Arbeit nicht na¨her untersucht, allerdings erlaubt die vorherige Betrach-
tung auch hierzu eine zumindest qualitative Begru¨ndung, die der aus Pixberg et al. (2013)
zumindest bzgl. der Grundidee a¨hnelt. Wieder auf Gleichung (7.17) bzw. Abb. 7.18 bezo-
gen, fu¨hrt die ¨Ubertragung eines Casing-Treatments auf einen anderen Verdichter vor allem
dann zu einem a¨hnlichen Verhalten, wenn beide Verdichter bei demselben CPs − CPt ope-
rieren. Nur dann kann die Ableitung ∂Ab,2/∂(CPs−CPt) dieselbe Gro¨ßenordnung erreichen und
die Anwendung des Casing-Treatments fu¨hrt zu einer a¨hnlichen Reduktion der Blockage. Bei
einer solchen Betrachtung mu¨sste allerdings, wie auch in Khalid (1995) geschehen, die Spalt-
gro¨ße, die Sehnenla¨nge und die Staffelung bei der Bestimmung der Blockage beru¨cksichtigt
werden.
Meines Wissens nach gibt es keine Untersuchung, die sich in einer grundsa¨tzlichen Form mit
dem Einfluss der Instationarita¨t auf die Effektivita¨t des Casing-Treatments auseinandersetzt,
so dass eine Einordnung in die Literatur schwer fa¨llt. Die grundsa¨tzliche Betrachtung der
Blockage nach Khalid (1995) ist stationa¨rer Natur und beru¨cksichtigt entsprechend auch nur
die quasi-stationa¨re zeitlich gemittelte Stro¨mung. Insoweit entspricht dies der Folgerung von
Smith und Cumpsty (1984):
”
it is the steady or mean flow which matters“. Der Argumentati-
on des vorherigen Abschnitts folgend hat die Instationarita¨t jedoch einen nicht unerheblichen
Einfluss auf die Rothalpiea¨nderung im Casing-Treatment und damit auch auf dessen Effekti-
vita¨t. Damit ist zwar die mittlere quasi-stationa¨re Stro¨mung ausschlaggebend fu¨r die Effek-
tivita¨t eines Casing-Treatments, allerdings ist diese in erheblichem Maße durch die Instatio-
narita¨t gepra¨gt. Fu¨r die Casing-Treatments in Abb. 7.12 beispielsweise betra¨gt die mittlere
Verringerung der mo¨glichen Rothalpiea¨nderung ca. 13 bis 76% der durch die Dralla¨nderung
hervorgerufenen Rothalpiedifferenz aller untersuchter Casing-Treatments. Eine rein stati-
ona¨re Betrachtung wa¨re nicht in der Lage dies zu erfassen. Die Beru¨cksichtigung der pe-
riodischen Instationarita¨t mit Hilfe deterministischer Spannungsterme in Wolfrum (2010)
ist eine Mo¨glichkeit, die inha¨rente Instationarita¨t in einer quasi-stationa¨ren Auslegung zu
beru¨cksichtigen.
7.6. Anwendung fu¨r die industrielle
Turbomaschinenauslegung
Obwohl die durchgefu¨hrten Betrachtungen relativ allgemein gehalten wurden, lassen sich
einige Aspekte auch fu¨r die industrielle Auslegung nutzen. So liefert die Betrachtung der
Blockage u¨ber CPs − CPt einen Parameter, um verschiedene Casing-Treatments direkt ver-
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gleichen und bewerten zu ko¨nnen, auch ohne na¨her auf die eigentliche Casing-Treatment-
Stro¨mung einzugehen. Gleichzeitig liefert diese Beschreibung der Blockage nach Khalid eine
intuitive Erkla¨rung fu¨r das Verhalten der Verdichterperformance bei sich a¨ndernder Casing-
Treatment-Stro¨mung.
Demnach ist die Rothalpie- bzw. die relative Totaldrucka¨nderung die wichtigste Aufgabe,
die ein axial u¨ber der Rotorvorderkante positioniertes Casing-Treatment erfu¨llen muss. Vor
allem die Umfangsneigung und in ju¨ngerer Zeit auch die Verwendung von Umlenkblechen
haben sich dabei offensichtlich als wirksamste Gestaltungsmaßnahmen erwiesen. Da die zu-
grundeliegende Dralla¨nderung im Casing-Treatment ein seit langem etablierter Aspekt bei der
Auslegung ist, liefert die durchgefu¨hrte integrale Betrachtung insofern nur eine zusa¨tzliche,
intuitive Beschreibung der Effekte. Auch die Minimierung der Verluste muss weiterhin in-
dividuell vom Auslegungsingenieur durchgefu¨hrt werden. So sind die Verluste, sowohl im
Casing-Treatment selber als auch bei der Ausmischung des eingeblasenen Fluids, inha¨rent
in der quasi-eindimensionalen Beschreibung der Blockage enthalten. Allerdings kann keine
Aussage u¨ber deren Ursache getroffen werden.
Der als negativ zu betrachtende Einfluss der Instationarita¨t auf die Rothalpiea¨nderung
wird meines Wissens bisher bei der Auslegung nicht direkt beru¨cksichtigt. Die hier am
Beispiel der einfachen Axialnuten beobachtete Gro¨ßenordnung der Totalenthalpiea¨nderung
im Absolutsystem la¨sst jedoch ein mo¨gliches Optimierungspotential erahnen. Die starke
Abha¨ngigkeit der Totalenthalpiea¨nderung im Absolutsystem bei der Variation des Casing-
Treatment-Staffelungswinkels in Abb. 7.13 zeigt eine prinzipielle Mo¨glichkeit zur Optimie-
rung auf. Diese ko¨nnte aus einem einfachen trade-off zwischen optimaler Durchstro¨mung und
einer minimalen Totalenthalpiea¨nderung im Absolutsystem bestehen. Aber auch ¨Anderungen
der Geometrien, um eine gro¨ßtmo¨gliche Entkopplung der Durchstro¨mung von der instati-
ona¨ren Druckschwankung zu erreichen, ist hierbei denkbar.
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8. Zusammenfassung
Die vorliegende Arbeit umfasst zwei Schwerpunkte. Zum einen ist dies die stationa¨re
Randbedingungsbehandlung und zum anderen die Untersuchung des Zusammenhangs zwi-
schen der Casing-Treatment-Stro¨mung und der geha¨usenahen Blockage in Axialverdich-
tern. Der erste Teil befasste sich mit der ¨Ubertragung von Giles’ stationa¨ren, linearisierten,
zweidimensionalen, nichtreflektierenden Randbedingungen auf einen zell-zentrierten Finite-
Volumen Lo¨ser. Da die urspru¨ngliche Randbedingungsformulierung von Giles die Kenntnis
des Stro¨mungszustandes auf dem Rand voraussetzt, lag das Hauptaugenmerk darauf, den up-
wind-Charakter des inneren Schemas auch in den Randbedingungsformulierungen des zell-
zentrierten Lo¨sers konsistent mit zu beru¨cksichtigen. Dies erfordert die physikalisch korrekte
Rekonstruktion der Stro¨mungsgro¨ßen auf den Zellwa¨nden des Randes unter Einhaltung der
charakteristischen Wellenausbreitung. Dafu¨r wurden zwei Adaptionen aufgestellt, diskutiert,
in den Stro¨mungslo¨ser TRACE vom Institut fu¨r Antriebstechnik des DLR in Ko¨ln implemen-
tiert und anschließend validiert. Die Erste verwendet zur Rekonstruktion eine linearisierte,
charakteristische Modellierung auf Basis der eindimensionalen Eulergleichungen, wa¨hrend
die Zweite die Stro¨mung zwischen dem Zellinneren und dem Rand mit Hilfe zweidimensio-
naler modaler Wellen beschreibt.
Die eindimensionale Rekonstruktion beno¨tigt nur die lokalen charakteristischen Variablen an
jedem diskreten Punkt auf dem Rand und kann so leicht in Giles’ urspru¨ngliche Formulierung
eingebaut werden. Damit entspricht eine Implementierung dieser Randbedingungsformulie-
rung in großen Teilen dem urspru¨nglichen Vorgehen von Giles.
Die Implementierung der zweidimensionalen modalen Randbedingungsformulierung kann
auf zwei Arten erfolgen, ohne dabei die konvergierte Lo¨sung zu beeinflussen. Bei der ein-
facheren Implementierung werden in das Rechengebiet hineinlaufende modale Wellen un-
mittelbar zu Null gesetzt und damit die zugrundeliegenden nichtreflektierenden Bedingungen
automatisch eingehalten. Erst anschließend erfolgt die Umrechnung von den modalen Wellen
in den primitiven Zustand. Die zweite Mo¨glichkeit besteht in der Rekonstruktion des modalen
Stro¨mungszustands auf dem Rand, dem Transformieren in den Ortsbereich und anschließend
der Anwendung von Giles’ urspru¨nglicher Randbedingungsformulierung. Dieses Vorgehen ist
zwar umsta¨ndlicher, beinhaltet aber die korrekte Ermittlung der hineinlaufenden, eindimen-
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sionalen, charakteristischen Variablen, welche von Giles urspru¨nglich fu¨r eine verbesserte
Stabilita¨t des Verfahrens eingefu¨hrt wurde. Fu¨r die im Rahmen dieser Arbeit durchgefu¨hrten
Simulationen konnte keine Verschlechterung der Stabilita¨t festgestellt werden, so dass beide
Implementierungen der modalen Randbedingung angewendet wurden.
Die Validierung und der Vergleich der eindimensionalen charakteristischen und der zweidi-
mensionalen modalen Randbedingungsformulierungen wurde anhand der T106A Turbinen-
kaskade und dem 2.5-stufigen subsonischen Axialverdichter des Instituts fu¨r Strahlantriebe
und Turboarbeitsmaschinen der RWTH in Aachen durchgefu¨hrt. In beiden Fa¨llen wurde als
Referenz eine Lo¨sung mit verla¨ngertem Ein- und Austritt verwendet, um beim Vergleich der
Randbedingungen mo¨glichst unabha¨ngig von dem Modellierungsfehler des inneren Lo¨sers
zu sein. Es wurde gezeigt, dass im Falle der Randbedingung mit eindimensionaler, charak-
teristischer Rekonstruktion u.U. Reflektionen auftreten ko¨nnen. Diese konnten auf die Ver-
nachla¨ssigung der zweidimensionalen Terme bei der Rekonstruktion des Stro¨mungszustandes
auf dem Rand zuru¨ckgefu¨hrt werden. Da diese Terme proportional der Zelldicke normal zum
Rand sind, konnte durch eine Netzverfeinerung weiterhin gezeigt werden, dass beide Randbe-
dingungsformulierungen im Grenzfall unendlich du¨nner Zellen normal zum Rand auf dieselbe
Lo¨sung konvergieren.
Der zweite Teil der Arbeit folgt der These, dass die wichtigsten Aspekte der kom-
plexen Casing-Treatment-Stro¨mungsvorga¨nge bereits durch eine integrale Betrachtung
beru¨cksichtigt und erfasst werden ko¨nnen. Es wurde untersucht, inwieweit es mo¨glich ist,
mit einfachen Bilanzen und einer eindimensionalen Beschreibung der geha¨usenahen Blocka-
ge den Einfluss von axial versetzten Casing-Treatments u¨ber der Rotorvorderkante auf die
Verdichterperformance zu erfassen und zu beschreiben. Anhand dieser Bilanzen kann letzt-
endlich eine Aussage getroffen werden, welche Casing-Treatment-Stro¨mung zur Minimie-
rung der Blockage wu¨nschenswert ist, ohne dabei auf die Casing-Treatment-Geometrie ein-
zugehen. Die aufgestellten quasi-eindimensionalen Zusammenha¨nge wurden mit Hilfe von
entsprechend gemittelten Stro¨mungsgro¨ßen aus Simulationen verifiziert und getestet. Grund-
lage hierfu¨r bildete eine Vielzahl von Simulationen mit unterschiedlichen Casing-Treatment-
Geometrien in Form von Axialnuten u¨ber dem zweiten Rotor des 2.5-stufigen Verdichters.
Um bei den gegebenen Rechenressourcen eine mo¨glichst umfangreiche Datenbasis zu erhal-
ten, wurde nur der zweite Rotor mit den Casing-Treatments instationa¨r aufgelo¨st. Alle u¨brigen
Schaufelreihen wurden mit stationa¨ren Methoden simuliert, um so die beno¨tigte Rechenzeit
zu begrenzen. Zur Erfassung der Stufenkopplung des gesamten Verdichters kamen dabei Mi-
schungsebenen zum Einsatz. Das nichtreflektierende Verhalten wurde mit den modalen Rand-
bedingungen, die im ersten Teil der Arbeit entwickelt wurden, sichergestellt.
Es konnte gezeigt werden, dass es in guter Na¨hrung mo¨glich ist, das Verhalten der Blockage
an der Rotorhinterkante, unabha¨ngig vom Betriebspunkt und der genauen Casing-Treatment-
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Geometrie, mit einem einzigen skalaren Parameter zu erfassen. Die Verringerung der Blocka-
ge ist demnach prima¨r durch die aus der Literatur bekannten typischen Erho¨hung des relativen
Totaldrucks im Blockagegebiet gepra¨gt. Weiterhin zeigte die Untersuchung des Einflusses der
Casing-Treatment-Stro¨mung auf eben diesen Parameter, dass die Erho¨hung des relativen To-
taldrucks des rezirkulierenden Fluids mit dem relativen Totaldruck im Blockagegebiet korre-
liert. Demnach ist die Hauptaufgabe eines axial versetzten Casing-Treatments die mo¨glichst
verlustarme Einblasung von Fluid mit einem hohen relativen Totaldruck. Dies erfordert un-
weigerlich die Erho¨hung der Rothalpie im Casing-Treatment, welche sich wiederum aus der
Dralla¨nderung des Fluids sowie der ¨Anderung der Totalenthalpie zusammensetzt.
Zwar werden die Verluste durch die Verwendung des relativen Totaldrucks bei der Beschrei-
bung der Blockage inha¨rent mit erfasst, allerdings kann mit der verwendeten Modellierung
keine Aussage u¨ber die Ursache und ihre Gro¨ße getroffen werden. Bei den verwendeten
Axialnuten variierte die erreichte relative Totaldruckerho¨hung bei fester Rothalphiedifferenz
im Casing-Treatment um mehrere tausend Pascal und auch die Ausmischverluste zeigten eine
starke Abha¨ngigkeit von der Geometrie. Fu¨r die Verlustminimierung bei einer Auslegung ist
demnach noch immer eine detailliertere Analyse der Stro¨mung erforderlich.
Ein weiteres Ergebnis betrifft den Einfluss der Instationarita¨t auf die Casing-Treatment-
Stro¨mung. Das sich relativ zum Casing-Treatment bewegende Druckfeld des Rotors bewirkt
demnach im Mittel eine Verringerung der Totalenthalpie des Casing-Treatment-Fluids. Die-
se wirkt sich unmittelbar auf die Rothalphiea¨nderung aus und verringert damit den relativen
Totaldruck des eingeblasen Fluids gegenu¨ber einer reinen Dralla¨nderung. Fu¨r die untersuch-
ten Axialnuten betrug die Totalenthalpiedifferenz aufgrund der Instationarita¨t zwischen 13
und 76% der durch die Dralla¨nderung hervorgerufenen Rothalphiedifferenz. Die Korrelati-
on der Blockage mit der Erho¨hung des relativen Totaldrucks erlaubt damit erstmalig eine
direkte quantitative Aussage u¨ber den Einfluss der Instationarita¨t bei den verwendeten Axial-
nuten, die meines Wissens so nicht in der Literatur zu finden ist. Zumindest fu¨r die einfa-
chen Axialnuten scheint die zuna¨chst negative Auswirkung der Instationarita¨t unausweich-
lich, da die Rezirkulation des Fluids im Casing-Treatment unmittelbar von derselben zeitli-
chen ¨Anderung des Drucks abha¨ngt. Weiterhin scheint eine quasi-stationa¨re zeitlich gemittelte
Beschreibung der Casing-Treatment-Stro¨mung durchaus gerechtfertigt, da die Instationaria¨t
inha¨rent in der Rothalphieerho¨hung und damit auch der Erho¨hung des relativen Totaldrucks
im Casing-Treatment enthalten ist.
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A.1. Anmerkung zu der verwendeten Form der
Zylinderkoordinaten
In Kapitel 2.1.2 wurde unmittelbar das angepasste, zylindrische Koordinatensystem zusam-
men mit einer orthonormierten Basis, das heißt mit physikalischen Geschwindigkeitskompo-
nenten, eingefu¨hrt. Dieser Abschnitt soll dazu dienen, die Unterschiede und Gemeinsamkeiten
zu dem ansonsten u¨blichen Zylinderkoordinatensystem mit der azimutalen Geschwindigkeits-
komponente aufzuzeigen.
Ausgehend von den bekannten kontravarianten Erhaltungsgleichungen fu¨r Zylinderkoordina-
ten soll zuna¨chst gezeigt werden, dass die Erhaltungsgleichungen fu¨r die urspru¨nglichen und
die angepassten lokal rotierten Zylinderkoordinaten tatsa¨chlich leicht ineinander u¨berfu¨hrbar
sind. Da fu¨r den Ortsvektor immer noch die reinen Zylinderkoordinaten verwendet wer-
den und die Rotation der Basisvektoren den Metriktensor und die Christoffel Symbole nicht
a¨ndern, ist diese ¨Aquivalenz relativ kompakt darstellbar. Anschließend wird na¨her auf die Un-
terschiede bei der Wahl normierter Basisvektoren im Vergleich zu der reinen kontravarianten
Form eingegangen.
Ausgangspunkt sind die zylindrischen Erhaltungsgleichungen in ihrer kontravarianten Form.
Wird das zylindrische Koordinatensystem (x, r, θ) wiederum als Spezialform der allgemei-
nen krummlinigen Koordinaten (ξ1, ξ2, ξ3) aufgefasst, nehmen die urspru¨nglichen Erhal-
tungsgleichungen 2.1 bis 2.3 zusammen mit den konstitutiven Zusa¨tzen als Endergebnis die
Form
∂qc
∂t
+
∂f ic
∂ξi
=
∂hic
∂ξi
+ sc (A.1)
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an. Der Vektor der konservativen Variablen ist als
qc =

ρ
ρcx
ρcr
ρcθ
ρerot
 (A.2)
definiert, wa¨hrend die Flu¨sse
f ic =

ρci
ρcicx + pδ1i
ρcicr + pδ2i
ρcicθ + pδ3i
(ρerot + p) c
i
 , h
i
c =

0
τxi
τx
2i
τ θi
τ ikck + qi
 (A.3)
und der Quellterm
sc =
1
r

−ρcr
−ρcxcr + τxr + (2ρr2Ωcθ + ρr2Ω2) sinα
ρr2cθcθ − ρcrcr + τ rr − r2τ θθ + (2ρr2Ωcθ + ρr2Ω2) cosα
−2ρcrcθ + 2τ rθ − 2ρrΩcr
− (ρerot + p) cr + τxrcx + τ rrcr + r2τ rθcθ + qr
 (A.4)
lauten. Der Index c deutet an, dass sich die Komponenten eines Tensors auf zylindrische Ba-
sen beziehen. Zur Verbesserung der Lesbarkeit und um zu verdeutlichen, dass es sich bei dem
angepassten zylindrischen Koordinatensystem um einen Sonderfall der allgemeinen krumm-
linigen Koordinaten handelt, werden wie zuvor die einzelnen Tensorkomponenten nicht mehr
durch (1, 2, 3) sondern mit (x, r, θ) gekennzeichnet. Die kontravarianten Komponenten des
Schubspannungstensors lauten in dieser Formulierung
τxx = µeff
(
2
∂cx
∂x
− 2
3
(
∂cx
∂x
+
∂cr
∂r
+
∂cθ
∂θ
+
cr
r
))
(A.5)
τ rr = µeff
(
2
∂cr
∂r
− 2
3
(
∂cx
∂x
+
∂cr
∂r
+
∂cθ
∂θ
+
cr
r
))
(A.6)
τ θθ = µeff
(
2
r2
∂cθ
∂θ
+
2cr
r3
− 2
3
(
∂cx
∂x
+
∂cr
∂r
+
∂cθ
∂θ
+
cr
r
))
(A.7)
τxr = µeff
(
∂cx
∂r
+
∂cr
∂x
)
(A.8)
τxθ = µeff
(
1
r2
∂cx
∂θ
+
∂cθ
∂x
)
(A.9)
τ rθ = µeff
(
1
r2
∂cr
∂θ
+
∂cθ
∂r
)
. (A.10)
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Die Wa¨rmestro¨me werden schließlich durch
qn = −λ∂T
∂x
(A.11)
qs = −λ∂T
∂r
(A.12)
qθ = − λ
r2
∂T
∂θ
(A.13)
beschrieben.
Um die Erhaltungsgleichungen fu¨r die angepassten Zylinderkoordinaten mit gedrehten Ba-
sisvektoren aufzustellen, bieten sich zwei Mo¨glichkeiten an. Ein Weg, wie beispielsweise in
Sandberg (2009) beschrieben, bildet die urspru¨nglichen Zylinderkoordinaten ξic = (x, r, θ)
auf die angepassten Zylinderkoordinaten ξig = (n, s, θ) ab. Dabei mu¨ssen in den Erhaltungs-
gleichungen fu¨r zylindrische Koordinaten jegliche Ableitungen ∂
∂x
und ∂
∂r
mit Hilfe der Ket-
tenregel ersetzt werden, so dass die einzelnen Flu¨sse auf die neuen Raumrichtungen projiziert
werden ko¨nnen. Alternativ lassen sich auch die angepassten Zylinderkoordinaten direkt aus
den koordinatenunabha¨ngigen Erhaltungsgleichungen ableiten. Da sich die angepassten Zy-
linderkoordinaten durch eine Rotation der urspru¨nglichen Basen in der x-r Ebene um den
Winkel α (vgl. Abb. 2.1) entsprechend
∂ξic
∂ξjg
=
 cosα − sinα 0sinα cosα 0
0 0 1
 (A.14)
ergeben und die Determinante der Rotationsmatrix damit Eins ist, erha¨lt man in beiden Fa¨llen
den bekannten kovarianten Metriktensor
gij =
 1 0 00 1 0
0 0 r2
 (A.15)
sowie die Christoffel Symbole zweiter Art
Γx = Γn =
 0 0 00 0 0
0 0 0
 , Γr = Γs =
 0 0 00 0 0
0 0 −r
 , Γθ =
 0 0 00 0 1r
0 1
r
0
 . (A.16)
Der Vorteil hierbei ist letztendlich, dass die Herleitung der zylindrischen Form der Erhaltungs-
gleichungen zum großen Teil wieder verwendet werden kann. Es mu¨ssen nur die entsprechen-
den Basisvektoren angepasst werden.
Die Formulierung der Erhaltungsgleichungen aus Gleichung (2.31) verwendet neben rotierten
noch normierte Basisvektoren und damit die sogenannten physikalischen Geschwindigkeits-
komponenten. Weiterhin wurde die Ableitung in s Richtung angepasst, um den Quellterm zu
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vereinfachen. Obwohl mathematisch a¨quivalent und austauschbar, wurde diese Formulierung
gewa¨hlt, da es aus Sicht des Ingenieurs ha¨ufig einga¨nglicher ist direkt mit dem Umfangsim-
puls zu arbeiten. Um schließlich die ¨Aquivalenz der reinen kontravarianten Form der Erhal-
tungsgleichung fu¨r Zylinderkoordinaten (A.1) zu der Formulierung (2.31) mit physikalischen
Komponenten aufzuzeigen, reicht es aus, die orthonormierten Basisvektoren
g˘i =
1√
g
gi (A.17)
bzw. die neuen Vektorkomponenten eines VektorsA
Ax = Ax, An = An
Ar = Ar, As = As
Au
r
= Aθ
zu ersetzen. Dabei bezeichnet u wiederum die physikalische Umfangskomponente. Im Fal-
le der Geschwindigkeiten bedeutet dies, dass anstelle der azimutalen Winkelgeschwindigkeit
cθ [1/s] die zuga¨nglichere Geschwindigkeit in Umfangsrichtung cu [m/s] verwendet wird.
Wird neben der Verwendung orthonormierter Basen zusa¨tzlich noch die Adaptionen aus
(A.14) fu¨r die lokale Drehung des Koordinatensystems in Gleichung (A.1) eingefu¨hrt, la¨sst
sich damit unmittelbar die gegebene Gleichung (2.31) herleiten. Um dabei mo¨glichst weni-
ge Quellterme zu erhalten, wurde zusa¨tzlich die Ableitung in s Richtung angepasst, wie ein
Vergleich der Quellterme in (A.4) und (2.34) zeigt.
A.2. Anmerkung zu den verwendeten linearisierten
Eulergleichungen
Fu¨r das Aufstellen der linearisierten Eulergleichungen aus Kapitel 2.2.2 werden neben den
dort besprochenen Vereinfachungen und Annahmen einige weitere lineare Transformatio-
nen beno¨tigt, um auf die gegebene primitive Form zu kommen. Diese Matrizen werden hier
zusammengefasst. Anschließend wird am Beispiel des hier verwendeten 2.5-stufigen Axial-
verdichters der Einfluss des vernachla¨ssigten Quellterms auf die Randbedingungen quantifi-
ziert.
Umrechnungsmatrizen
Bei der Linearisierung der Erhaltungsgleichungen (2.31) in der primitiven Form (2.46)
mu¨ssen sowohl die Flussjakobischen gebildet werden als auch die konservativen Erhaltungs-
gro¨ßen in primitive umgerechnet werden. Die dafu¨r no¨tigen Flussjakobischen in n und u Rich-
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tung lauten
∂fn
∂p
=

cn ρ 0 0 0
cncn 2ρcn 0 0 1
cncs ρcs ρcn 0 0
cncu ρcu 0 ρcn 0
cn (c
n)2+(cs)2+(cu)2
2
p γ
γ−1
+ ρ (c
n)2+(cs)2+(cu)2
2
+ ρcncn ρcncs ρcncu cn γ
γ−1

(A.18)
und
∂fu
∂p
=

cu 0 0 ρ 0
cucn ρcu 0 ρcn 0
cucs ρcs ρcu ρcs 0
cucu ρcu 0 2ρcu 1
cu (c
n)2+(cs)2+(cu)2
2
ρcucn ρcucs p γ
γ−1
+ ρ (c
n)2+(cs)2+(cu)2
2
+ ρcucu cu γ
γ−1
 .
(A.19)
Die Umrechnungen zwischen primitiven und konservativen Schwankungsgro¨ßen ist mit Hilfe
von
∂q
∂p
=

1 0 0 0 0
cn ρ 0 0 0
cs 0 ρ 0 0
cu 0 0 ρ 0
(cn)2+(cs)2+(cu)2
2
ρcn ρcs ρcu 1
γ−1
 (A.20)
und
∂p
∂q
=

1 0 0 0 0
− cn
ρ
1
ρ
0 0 0
− cs
ρ
0 1
ρ
0 0
− cu
ρ
0 0 1
ρ
0
(γ − 1) (cn)2+(cs)2+(cu)2
2
− (γ − 1) cn − (γ − 1) cs − (γ − 1) cu γ − 1

(A.21)
mo¨glich.
Einfluss des Quellterms auf die Dispersionrelation
Werden die Scheinkra¨fte und weiteren Quellterme bei der Linearisierung in Kapitel 2.2.2 mit
beru¨cksichtigt, ergibt sich das lineare System
∂p˜
∂t
+ a
∂p˜
∂n
+ b
∂p˜
∂u
= cp˜ (A.22)
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mit der zusa¨tzlichen Matrix
c =

0 0 0 0 0
0 0 0 2rΩ sinα 0
0 0 0 2c
u
r
+ 2rΩcosα 0
0 0 − cu
r
− 2Ω 0 0
0 0 p
r
(γ − 1) 0 0
 . (A.23)
Der Einfluss dieser Matrix auf die Eigenwerte und Eigenvektoren der zugeho¨rigen Dispersi-
onsrelation (
kI + ωa−1 + ja−1c− ja−1b ∂
∂u
)
r = 0 (A.24)
soll hier beispielhaft fu¨r den ersten Rotor des untersuchten Verdichters aus Kapitel 6.2 und
7 dargestellt werden. Anders als in Giles wird das Eigenwertproblem (A.24) nicht mehr ana-
lytisch gelo¨st. Stattdessen wird eine numerische Lo¨sung von Gleichung (A.24) mit Hilfe des
linearen Algebra Pakets LAPACK und eine von Kersken et al. (2014) implementierten Einbin-
dung in TRACE durchgefu¨hrt. Der Vektor der primitiven Gro¨ßen p˜i wird u¨ber dem Umfang
an allen N diskreten Volumen in einen einzigen Zustandsvektor p˜ assembliert
p˜ =
N∪
i=1
p˜i (A.25)
und das Eigenwertproblem durch Diskretisierung der Umfangsableitung mit einem zentralen
Stempel zweiter Ordnung nacha
−1

ω + jc −j b
2∆u
j b
2∆u
j b
2∆u
ω + jc −j b
2∆u
...
j b
2∆u
ω + jc −j b
2∆u
−j b
2∆u
j b
2∆u
ω + jc
+ kI
 r = 0
(A.26)
aufgestellt. Zur Bestimmung der Ausbreitungsrichtung der Eigenwerte wird in Anlehnung an
Moinier und Giles (2007) ein leichter Offset der Frequenz ω zugelassen. Das u¨brige Vorgehen
entspricht dem Kapitel 5 fu¨r die charakteristische Rekonstruktion und der Anwendung der
zweidimensionalen modalen Randbedingungen.
Da die Modale RB mathematisch a¨quivalent zu einer Randbedingung mit numerisch berech-
netem Eigenwertproblem und c = 0 ist, wird diese Formulierung im Folgenden Modale RB
(numerisch) genannt. Der interessantere Fall unter Beru¨cksichtigung des Quellterms wird mit
Modale RB (Quellterm) gekennzeichnet.
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Fu¨r den Vergleich wurde die Simulation mit dem Casing-Treatment 03 aus Tab. A.1 ver-
wendet und die Eigenlo¨sungen am Eintritt des ersten Rotors verglichen. Die Stufenkopplung
erfolgte implizit durch die Vorgabe der mittleren Stro¨mung der vollen Simulation entspre-
chend Kapitel 5.2. Damit ist es mo¨glich, einzig den Einfluss des nichtreflektierenden Teils
der Randbedingungen zu beru¨cksichtigen und so die Auswirkungen des Quellterms isoliert
zu betrachten.
Abb. A.1 gibt zuna¨chst einen Eindruck des sich einstellenden Druckfelds auf dem Eintritts-
rand mit den unterschiedlichen Randbedingungen. Als Validierung der Modalen RB (nume-
risch) wird die Lo¨sung fu¨r die Modale RB aus Kapitel 5 ebenfalls mit dargestellt. Unterschiede
zwischen diesen beiden Implementierungen sind nicht erkennbar, was die ¨Aquivalenz beider
Formulierungen fu¨r einen verschwindenden Quellterm c = 0 widerspiegelt und die Verwen-
dung der numerischen Eigenlo¨sungen rechtfertigt.
Die Lo¨sung der interessierenden Formulierung mit Quellterm zeigt tatsa¨chlich geringe
¨Anderungen im statischen Druck. Allerdings ist die Gro¨ßenordnung dieser weitaus geringer
als beispielsweise die Unterschiede zwischen der Char. RB und der Modalen RB aus Kapi-
tel 6.2 oder der Fehler aufgrund des viskosen Nachlaufs, so dass die Vernachla¨ssigung des
Quellterms tatsa¨chlich gerechtfertigt erscheint. Der Einfluss der zusa¨tzlichen Quellterme auf
die Verteilung der Eigenwerte ist in Abb. A.2 zu sehen. Der Unterschied ist auch hier nur
minimal im Bereich der Darstellungsgenauigkeit.
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Abb. A.1.: Druck auf dem Eintritt des ersten Rotors auf einem zweidimensionalen Schnitt bei
H = 0.5 fu¨r die Modale RB sowie die Modale RB (numerisch)
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Abb. A.2.: Eigenwerte der Dispersionsrelation (A.24) mit und ohne Beru¨cksichtigung des
Quellterms
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A.3. Zusammenfassung der Matrizen zum
Wellencharakter
Im Rahmen dieses Abschnitts wird die modale Zerlegung der linearisierten Eulergleichungen
in voneinander unabha¨ngige Wellen nach dem Vorbild von Giles (1988) zusammengefasst.
Als Grundlage dient dabei Kapitel 2.3, in dem der Fokus mehr auf dem prinzipiellen Vorge-
hen lag. Darauf aufbauend werden hier die vollsta¨ndigen Eigenwerte, Eigenvektoren und die
zugeho¨rigen Matrizen zentral zusammengefasst. Weiterhin wird gezeigt, dass die eindimen-
sionalen Charakteristiken als Sonderfall der zweidimensionalen Moden mit einer Umfangs-
wellenzahl l = 0 betrachtet werden ko¨nnen.
Eindimensionaler Wellencharakter
Die Matrix a der quasi-linearen eindimensionalen Gleichung (2.49) entspricht in ihrer Form
der linearisierten Matrix (2.47) und liefert die Eigenwerte
Λ1d = diag (λ1,1d, λ2,1d, λ3,1d, λ4,1d, λ5,1d) =

cn 0 0 0 0
0 cn 0 0 0
0 0 cn 0 0
0 0 0 cn + a 0
0 0 0 0 cn − a
 . (A.27)
Die Sortierung erfolgt in Anlehnung an Giles gerade so, dass der fu¨nfte Eigenwert in einer
subsonischen Stro¨mung eine Stromaufwirkung beschreibt. Eine sinnvolle Wahl der rechten
Eigenvektoren fu¨r Gleichung (2.50) ist beispielsweise durch
R1d =

− 1
a2
0 0 1
2a2
1
2a2
0 0 0 1
2ρa
− 1
2ρa
0 0 1
ρa
0 0
0 1
ρa
0 0 0
0 0 0 1
2
1
2
 (A.28)
gegeben, so dass die zugeho¨rige linke Eigenvektormatrix
L1d = R
−1
1d =

−a2 0 0 0 1
0 0 0 ρa 0
0 0 ρa 0 0
0 ρa 0 0 1
0 −ρa 0 0 1
 (A.29)
lautet. Mit Hilfe der linken Eigenvektoren (A.29) ko¨nnen anschließend die Riemanninvarian-
ten der eindimensionalen Eulergleichungen aus (2.55) durch Integration der Gleichung (2.53)
bestimmt werden.
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Im linearisierten Fall mit konstanten Eintra¨gen in a ergibt sich fu¨r den gemittelten Zustand
dieselbe Form der Eigenwerte und Eigenvektoren. Die Form der Charakteristiken (2.56) ergibt
sich damit fu¨r den linearisierten Fall unmittelbar aus
c˜1d = L1dp˜ . (A.30)
Zweidimensionaler Wellencharakter
Die Zusammenfassung der Matrizen fu¨r den linearisierten zweidimensionalen Fall ha¨lt sich
hier eng an die Beschreibung von Giles (1988). Zum einen ist dort die Wahl der physikalisch
motivierten Eigenvektoren ausfu¨hrlich beschrieben, so dass die Identifikation von Druck-,
Vorticity- und Entropiewellen sowie deren Ausbreitungsrichtung direkt u¨bertragbar ist, und
zum anderen erleichtert dieselbe Wahl die Anpassung von Giles’ Randbedingungen fu¨r das
zell-zentrierte Finite-Volumen-Verfahren in Kapitel 5. Die hier verwendete dimensionsbehaf-
tete Form der Eigenvektoren ist a¨hnlich auch in Anker et al. (2006) zu finden. Anders als
die in Medida (2007) gegebenen Matrizen fu¨r allgemeine krummlinige Koordinaten beruhen
die Matrizen in dieser Arbeit auf der reinen kontravarianten Form der Erhaltungsgleichungen.
Der Vorteil hierbei ist, dass sa¨mtliche Metriken, die in Medida (2007) noch in den Matrizen
vorhanden sind, verschwinden.
Die Matrizen a und b sind bereits aus der Linearisierung durch die Gleichungen (2.47) und
(2.48) bekannt. Die Lo¨sung des Eigenwertproblems (2.63) fu¨r λ = −k liefert die Eigenwer-
te
Λ = diag (λ1, λ2, λ3, λ4, λ5)
=

ω+cul
cn
0 0 0 0
0 ω+c
ul
cn
0 0 0
0 0 ω+c
ul
cn
0 0
0 0 0
(ω+cul)(aS−cn)
a2−(cn)
2 0
0 0 0 0 −(ω+cul)(aS+cn)
a2−(cn)
2

(A.31)
mit
S =
√√√√
1−
(
a2 − (cn)2
)
l2
(ω + cul)
2 . (A.32)
Der Faktor S hat fu¨r die instationa¨re Behandlung dabei a¨hnliche Auswirkungen wie der
Pseudo-Operator in Gleichung (4.1) bei Engquist und Majda (1977) und ist der Grund fu¨r
die lokalen Approximationen bei instationa¨ren Randbedingungen. Eine zugeho¨rige linke Ei-
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genvektormatrix ist
L =

−a2 0 0 0 1
0 −ρa
ω
cnl 0 −ρa
ω
[ω + cul] − a
ω
l
0 0 ρa
ω
[ω + cul] 0 0
0 ρa
ω
[ω + cul] 0 −ρa
ω
cnl 1
ω
[ω + cul]S
0 ρa
ω
[ω + cul] 0 −ρa
ω
cnl − 1
ω
[ω + cul]S
 . (A.33)
Fu¨r den Sonderfall einer eindimensionalen Behandlung la¨sst sich die linke Eigenvektormatrix
L1d aus Gleichung (A.29) aus einer Grenzwertbetrachtung mit l → 0 ableiten. Analog ergeben
sich die linken Eigenvektoren fu¨r das stationa¨re Problem aus einer Grenzwertbetrachtung mit
ω → 0 zu
L =

−a2 0 0 0 1
0 −ρcnl 0 −ρcul −l
0 0 ρcul 0 0
0 −ρcul 0 ρcnl lβ
0 ρcul 0 −ρcnl lβ
 . (A.34)
Dabei stellt Giles’ Definition von β = − cu
a
lim
ω→0
S
β =
{
j l
|l|
√
a2−(cn)
2
−(cu)
2
a
, (cn)
2
+ (cu)
2
< a2
− cu|cu|
√
(cn)
2
+(cu)
2
−a2
a
, (cn)
2
+ (cu)
2
> a2
(A.35)
sicher, dass der letzte Eigenwert immer einer stromauflaufenden Welle zugeordnet ist. Die
Einteilung in stromauf- und stromablaufende Wellen fu¨r cut-off Moden mit Eigenwerten
Im (λ) = −Im (k) 6= 0 ist dabei qualitativ leicht anhand des exponentiellen Anwachsen
der Amplitude des Ansatzes
pˆ = rej(ωt+kn+lu) (A.36)
in Normalenrichtung n mo¨glich und entspricht letzten Endes dem Abklingen von
Drucksto¨rungen. Die Ausbreitungsrichtung der mit der Stro¨mung advektierten Vorticity- und
Entropiewellen wird in Giles (1988) anhand der Gruppengeschwindigkeit ∂ω
∂k
hergeleitet.
Die zur Umrechnung zwischen modalen und primitiven Zustanda¨nden beno¨tigte rechte Ei-
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genvektormatrix lautet
R = L−1 =

− 1
a2
0 0 1
2lβa2
1
2lβa2
0 − cn
lρ
[
(cn)
2
+(cu)
2
] 0 − cuβ+cn
2lρβ
[
(cn)
2
+(cu)
2
] cuβ−cn
2lρβ
[
(cn)
2
+(cu)
2
]
0 0 1
lρcu
0 0
0 − cu
lρ
[
(cn)
2
+(cu)
2
] 0 c
nβ−cu
2lρβ
[
(cn)
2
+(cu)
2
] − cnβ−cu
2lρβ
[
(cn)
2
+(cu)
2
]
0 0 0 1
2lβ
1
2lβ

(A.37)
und die ausformulierten zweidimensionalen Moden c aus Gleichung (2.67) ergeben sich fu¨r
eine Umfangswellenzahl l zu
cˆ =

pˆ− a2ρˆ
−ρcnlcˆn − ρculcˆu − lpˆ
ρcnlcˆs
−ρculcˆn + ρculcˆu + lβpˆ
ρculcˆn − ρculcˆu + lβpˆ
 . (A.38)
Die Zuordnung der Eintra¨ge in eine Entropie-, zwei Vorticity- und zwei Druckwellen la¨sst
sich wie schon im eindimensionalen Fall durch einen Vergleich mit den zugeho¨rigen rechten
Eigenvektoren bestimmen. Da hier der Definition aus Giles (1988) gefolgt wird, entspricht die
erste Mode einer Entropie-, die zweite und dritte Mode den Vorticity- und die beiden letzten
Moden den Druckwellen. Die Sortierung der Eigenwerte geschieht gerade so, dass die letzte
Druckwelle stromauf la¨uft.
A.4. Ausformulierte angepasste modale
Randbedingungen
Fu¨r die Simulationen mit der modalen Randbedingung aus Kapitel 5.4 wurde Gleichung (5.30)
direkt mit Hilfe der bereits im Code aus Kersken et al. (2014) vorhandenen modalen Zerlegung
als einfache algebraische Gleichungen implementiert. Damit konnte die modulare Struktur
von TRACE ausgenutzt werden, so dass sowohl das lineare als auch das nichtlineare Modul
von TRACE dieselbe Codebasis fu¨r die Randbedingungsformulierung verwenden. Eine direk-
te Berechnung mit einer ausformulierten Form von Gleichung (5.30) wurde nur in einer fru¨hen
Version implementiert, um die prinzipielle Machbarkeit und Vorgehensweise der Randbedin-
gungen zu testen. Obwohl die explizite Formulierung damit nicht in demselben Maße getestet
wurde wie die finale Implementierung, denke ich, dass der ausformulierte nichtreflektierende
Zustand auf dem Rand fu¨r eine Implementierung ohne ein lineares Algebra Modul durchaus
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von Interesse sein kann. Darum wird die ausformulierte Form von Gleichung (5.30) an dieser
Stelle sowohl fu¨r einen Ein- als auch fu¨r einen Austritt angegeben.
Fu¨r eine bessere ¨Ubersicht soll der in Gleichung (5.33) aus dem Inneren rekonstruierte
Stro¨mungszustand auf dem Rand pˆn+1f als
pˆn+1f = pˆ = Re (pˆ) + jIm (pˆ) (A.39)
= pˆRe + jpˆIm (A.40)
abgeku¨rzt werden. Anschließend la¨sst sich der gewu¨nschte nichtreflektierende Zustand pˆn+1f,target
aus den Gleichungen (5.30) und (5.31) als
pˆn+1f,target = RP
outLpˆ (A.41)
berechnen. Mit den in Anhang A.3 gegebenen Matrizen ergibt sich fu¨r eine Eintrittsrandbe-
dingung der primitive Zustand
ρˆn+1f,target,Re =
ρcucˆnIm − ρcncˆuIm + βpˆRe
2βa2
(A.42)
ρˆn+1f,target,Im =
−ρcucˆnRe + ρcncˆuRe + βpˆIm
2βa2
(A.43)
cˆn
n+1
f,target,Re =
βcu (ρcucˆnRe − ρcncˆuRe − βpˆIm)− cn (ρcucˆnIm − ρcncˆuIm + βpˆRe)
2βρ
(
(cn)
2
+ (cu)
2
) (A.44)
cˆn
n+1
f,target,Im =
βcu (ρcucˆnIm − ρcncˆuIm + βpˆRe) + cn (ρcucˆnRe − ρcncˆuRe − βpˆIm)
2βρ
(
(cn)
2
+ (cu)
2
) (A.45)
cˆs
n+1
f,target,Re = cˆ
sn+1
i,Re (A.46)
cˆs
n+1
f,target,Im = cˆ
sn+1
i,Im (A.47)
cˆu
n+1
f,target,Re = −
βcn (ρcucˆnRe − ρcncˆuRe − βpˆIm) + cu (ρcucˆnIm − ρcncˆuIm + βpˆRe)
2βρ
(
(cn)
2
+ (cu)
2
) (A.48)
cˆu
n+1
f,target,Im = −
βcn (ρcucˆnIm − ρcncˆuIm + βpˆRe)− cu (ρcucˆnRe − ρcncˆuRe − βpˆIm)
2βρ
(
(cn)
2
+ (cu)
2
) (A.49)
pˆn+1f,target,Re =
ρcucˆnIm − ρcncˆuIm + βpˆRe
2β
(A.50)
pˆn+1f,target,Im =
−ρcucˆnRe + ρcncˆuRe + βpˆIm
2β
. (A.51)
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Im Falle eines Austritts lautet Gleichung (A.41)
ρˆn+1f,target,Re = ρˆRe +
−ρcucˆnIm + ρcncˆuIm − βpˆRe
2βa2
(A.52)
ρˆn+1f,target,Im = ρˆIm +
ρcucˆnRe − ρcncˆuRe − βpˆIm
2βa2
(A.53)
cˆn
n+1
f,target,Re =
1
2βρ
(
(cn)
2
+ (cu)
2
) (A.54)
cˆn
n+1
f,target,Im =
1
2βρ
(
(cn)
2
+ (cu)
2
) (A.55)
cˆs
n+1
f,target,Re = cˆ
sn+1
i,Re (A.56)
cˆs
n+1
f,target,Im = cˆ
sn+1
i,Im (A.57)
cˆu
n+1
f,target,Re =
1
2βρ
(
(cn)
2
+ (cu)
2
) (A.58)
cˆu
n+1
f,target,Im =
1
2βρ
(
(cn)
2
+ (cu)
2
) (A.59)
pˆn+1f,target,Re =
−ρcucˆnIm + ρcncˆuIm + βpˆRe
2β
(A.60)
pˆn+1f,target,Im =
ρcucˆnRe − ρcncˆuRe + βpˆIm
2β
. (A.61)
A.5. Zusammenfassung der
Casing-Treatment-Geometrien
Die folgenden Tabellen A.1 und A.2 enthalten die Geometrieparameter entsprechend Abb. 7.2
aller verwendeten Casing-Treatment-Geometrien. Die Anzahl von fu¨nf Casing-Treatments
fu¨r eine Schaufelteilung ist konstant. Abweichende Porosita¨t wird einzig durch Variation der
¨Offnungsfla¨che der Casing-Treatments erreicht. Einige Simulationen sind nicht konvergiert
beispielsweise weil sie in die numerische Pumpgrenze gelaufen sind. Der Vollsta¨ndigkeit hal-
ber sind diese Geometrien in den Tabellen mit aufgefu¨hrt, werden in Kapitel 7 jedoch nicht
beru¨cksichtigt.
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Nr. γ [◦] βLE [◦] βTE [◦] ∆θLE/P [-] ∆θTE/P [-] ∆xLE/b [-] ∆x/b [-] ∆r/rtip [-] Konvergenz
01 0 70 70 0.124 0.124 0.246 0.596 0.0275 ×
02 0 60 60 0.124 0.124 0.246 0.596 0.0275 ×
03 0 50 50 0.124 0.124 0.246 0.596 0.0275 ×
04 0 40 40 0.124 0.124 0.246 0.596 0.0275 ×
05 0 30 30 0.124 0.124 0.246 0.596 0.0275 ×
06 0 20 20 0.124 0.124 0.246 0.596 0.0275 ×
07 0 10 10 0.124 0.124 0.246 0.596 0.0275 ×
08 0 0 0 0.124 0.124 0.246 0.596 0.0275 ×
09 0 −10 −10 0.124 0.124 0.246 0.596 0.0275 ×
10 0 −20 −20 0.124 0.124 0.246 0.596 0.0275 ×
11 0 −30 −30 0.124 0.124 0.246 0.596 0.0275 ×
12 0 −40 −40 0.124 0.124 0.246 0.596 0.0275
13 −60 60 60 0.124 0.124 0.246 0.596 0.0275 ×
14 −50 60 60 0.124 0.124 0.246 0.596 0.0275 ×
15 −40 60 60 0.124 0.124 0.246 0.596 0.0275 ×
16 −30 60 60 0.124 0.124 0.246 0.596 0.0275 ×
17 −10 60 60 0.124 0.124 0.246 0.596 0.0275 ×
18 0 60 60 0.124 0.124 0.246 0.596 0.0275 ×
19 30 60 60 0.124 0.124 0.246 0.596 0.0275 ×
20 40 60 60 0.124 0.124 0.246 0.596 0.0275
21 50 60 60 0.124 0.124 0.246 0.596 0.0275 ×
22 60 60 60 0.124 0.124 0.246 0.596 0.0275
23 70 60 60 0.124 0.124 0.246 0.596 0.0275 ×
24 −60 0 0 0.124 0.124 0.246 0.596 0.0275 ×
25 −50 0 0 0.124 0.124 0.246 0.596 0.0275 ×
26 −40 0 0 0.124 0.124 0.246 0.596 0.0275 ×
27 −30 0 0 0.124 0.124 0.246 0.596 0.0275 ×
28 −20 0 0 0.124 0.124 0.246 0.596 0.0275 ×
29 −10 0 0 0.124 0.124 0.246 0.596 0.0275 ×
30 0 0 0 0.124 0.124 0.246 0.596 0.0275 ×
31 10 0 0 0.124 0.124 0.246 0.596 0.0275 ×
32 20 0 0 0.124 0.124 0.246 0.596 0.0275 ×
33 30 0 0 0.124 0.124 0.246 0.596 0.0275 ×
34 40 0 0 0.124 0.124 0.246 0.596 0.0275 ×
35 50 0 0 0.124 0.124 0.246 0.596 0.0275
36 60 0 0 0.124 0.124 0.246 0.596 0.0275 ×
37 70 0 0 0.124 0.124 0.246 0.596 0.0275
Tab. A.1.: Geometrische Maße der verwendeten Casing-Treatments 01 bis 37 entsprechend
Abb. 7.2
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Nr. γ [◦] βLE [◦] βTE [◦] ∆θLE/P [-] ∆θTE/P [-] ∆xLE/b [-] ∆x/b [-] ∆r/rtip [-] Konvergenz
38 −50 50 50 0.124 0.124 0.246 0.596 0.0275 ×
39 −40 50 50 0.124 0.124 0.246 0.596 0.0275 ×
40 −30 50 50 0.124 0.124 0.246 0.596 0.0275 ×
41 0 50 50 0.124 0.124 0.246 0.596 0.0275 ×
42 10 50 50 0.124 0.124 0.246 0.596 0.0275 ×
43 30 50 50 0.124 0.124 0.246 0.596 0.0275 ×
44 40 50 50 0.124 0.124 0.246 0.596 0.0275
45 50 50 50 0.124 0.124 0.246 0.596 0.0275 ×
46 60 50 50 0.124 0.124 0.246 0.596 0.0275
47 0 80 80 0.124 0.124 0.246 0.596 0.0275 ×
48 0 50 80 0.124 0.124 0.246 0.596 0.0275 ×
49 0 20 80 0.124 0.124 0.246 0.596 0.0275 ×
50 0 0 80 0.124 0.124 0.246 0.596 0.0275 ×
51 0 80 50 0.124 0.124 0.246 0.596 0.0275 ×
52 0 50 50 0.124 0.124 0.246 0.596 0.0275 ×
53 0 20 50 0.124 0.124 0.246 0.596 0.0275 ×
54 0 80 20 0.124 0.124 0.246 0.596 0.0275 ×
55 0 50 20 0.124 0.124 0.246 0.596 0.0275 ×
56 0 20 20 0.124 0.124 0.246 0.596 0.0275 ×
57 0 0 20 0.124 0.124 0.246 0.596 0.0275 ×
58 0 80 0 0.124 0.124 0.246 0.596 0.0275 ×
59 0 20 0 0.124 0.124 0.246 0.596 0.0275 ×
60 0 0 0 0.124 0.124 0.246 0.596 0.0275 ×
61 0 50 50 0.124 0.0934 0.246 0.596 0.0275 ×
62 0 50 50 0.0934 0.0934 0.246 0.596 0.0275 ×
63 0 50 50 0.0622 0.0934 0.246 0.596 0.0275 ×
64 0 50 50 0.0311 0.0934 0.246 0.596 0.0275 ×
65 0 50 50 0.0622 0.124 0.246 0.596 0.0275 ×
66 0 50 50 0.0311 0.124 0.246 0.596 0.0275 ×
67 0 50 50 0.0934 0.156 0.246 0.596 0.0275 ×
68 0 50 50 0.0622 0.156 0.246 0.596 0.0275 ×
69 0 50 50 0.0311 0.156 0.246 0.596 0.0275 ×
Tab. A.2.: Geometrische Maße der verwendeten Casing-Treatments 38 bis 69 entsprechend
Abb. 7.2
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A.6. Auswertung der Blockage nach Khalid (1995)
Die theoretische Betrachtung der Blockage aus Gleichung (7.4) ist zuna¨chst nur fu¨r die ein-
dimensionale, reibungsfreie Stro¨mung aus Abb. 7.3 gu¨ltig. Um die Blockage im Zuge der
Auswertung auch fu¨r die dreidimensionale Verdichterstro¨mung auswerten zu ko¨nnen, mu¨ssen
die Definitionen der Blockage und der Druckkoeffizienten leicht angepasst werden. In diesem
Abschnitt soll deshalb die ¨Ubertragung der eindimensionalen Theorie auf den dreidimensio-
nale Fall skizziert werden. Dabei wird sich eng an die Arbeiten von Khalid (1995), Khalsa
(1996) und Khalid et al. (1999) gehalten.
Noch immer in Analogie zur Verdra¨ngungsdicke wird die urspru¨nglichen Definition (7.1) der
Blockage zuna¨chst auf die allgemeinere Form
Ab =
∫
A
(
1− ρcst
[ρcst]e
)
dA (A.62)
erweitert. cst bezeichnet die Geschwindigkeitskomponente in Hauptstro¨mungsrichtung,
wa¨hrend der Index e Gro¨ßen am noch zu definierenden Rand des Blockagegebiets kenn-
zeichnet und damit praktisch den Freistrom repra¨sentiert. Im Rahmen dieser Arbeit wird die
Blockage Ab ausschließlich auf einer axialen Ebene an der Hinterkante des Rotors ausgewer-
tet und mit Ab,2 bezeichnet. Der Index 2 wird aus Konsistenz zu dem einfachen eindimen-
sionalen Fall beibehalten. Des Weiteren wird die berechnete Blockage Ab,2 mit der Kanal-
fla¨che an derselben axialen Position Aref dimensionslos gemacht. Zur Definition der Haupt-
stro¨mungsrichtung wird die Sehne des Rotors am Geha¨use verwendet.
Bei der eigentlichen Auswertung von Gleichung (A.62) im Zuge des Postprocessings besteht
der gro¨ßte Aufwand in der Bestimmung des ungesto¨rten Freistroms mit dem Index e. An-
ders als in dem einfachen Fall aus Abb. 7.3 ist das blockierte Gebiet mit einer geringeren
Geschwindigkeit nicht unmittelbar durch eine Diskontinuita¨t erkennbar. Abb. A.3 soll einen
Eindruck hiervon geben. Zu sehen ist die axiale Ebene an der Hinterkante des Rotors fu¨r das
Casing-Treatment 03, auf der letztendlich die Blockage Ab,2 ermittelt werden soll. Als Kon-
turplot ist die Geschwindigkeitskomponente in Hauptstro¨mungsrichtung cst zu sehen. Der
Nachlauf des Rotors ist im Bereich cst . 100m/s zu finden. Auch die geha¨usenahe Blockage
aufgrund des Spaltfluids ist mit Geschwindigkeiten von 100m/s . cst . 160m/s bereits mit
bloßem Auge zu erkennen. Den Arbeiten von Khalid (1995) folgend basiert das Kriterium zur
Ermittlung des Randgebiets auf dem Betrag des Vektors mit den Komponenten des Gradien-
ten∇cst in der Integrationsebene. Der betragsma¨ßige große Gradient der Geschwindigkeit cst
an der Grenze des blockierten Gebiets ist auch in Abb. A.3 qualitativ gut zu erkennen. Die
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A. Anhang
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Abb. A.3.: Konturplot der Geschwindigkeitskomponente in Hauptstro¨mungsrichtung cst und
das dazugeho¨rige Randgebiet entsprechend Gleichung (A.63) fu¨r das Casing-
Treatment 03
Grenzwerte fu¨r das Randgebiet werden auf
|∇ (ρcst)|
cx,ein/c
= 0.3 ... 1.0 (A.63)
gesetzt. Fu¨r die mittlere Axialgeschwindigkeit am Eintritt in die Schaufelreihe cx,ein wird ein
einfaches Massenstrommittel verwendet. Die daraus resultierende Aufteilung in die Gebiete
der Hauptstro¨mung und des blockierten Bereichs ist in Abb. A.3 ebenfalls mit dargestellt.
Da in dieser Arbeit vor allem die geha¨usenahe Blockage aufgrund des Spaltfluids von In-
teresse ist, beschra¨nkt sich die Ermittlung der Blockage Ab,2 auf ein Integrationsgebiet ab
60% der Kanalho¨he. Nachdem das Gebiet der Hauptstro¨mung ermittelt wurde, kann der Term
[ρcst]e des Fernfelds direkt durch ein Massenstrommittel bestimmt werden und in einem letz-
ten Schritt die Auswertung von Gleichung (A.62) zur Bestimmung der Blockage Ab,2 erfol-
gen.
Die fu¨r den Totaldruckkoeffizienten (vgl. Gleichung (7.3))
CPt =
pt,b − pt,e
pt,ein − pein (A.64)
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A.6. Auswertung der Blockage nach Khalid (1995)
beno¨tigten relativen Totaldru¨cke pt,e und pt,b werden ebenfalls durch ein Massenstrommittel
innerhalb der entsprechenden Gebiete berechnet. Der dynamische Druck wird abweichend zur
eindimensionalen Betrachtung am Rotoreintritt bestimmt. Fu¨r den statischen Druckkoeffizi-
enten werden, analog zu Khalid et al. (1999) und Khalsa (1996), zuna¨chst lokale Gro¨ßen im
Spalt gebildet und anschließend ein lokal u¨ber die Sehne variierendes
CPs,local =
pb − plocal
pt,ein − pein (A.65)
ermittelt. Der in Kapitel 7 verwendete statische Druckkoeffizient CPs wird durch eine Mas-
senstrommittelung der lokalen Druckkoeffizienten innerhalb des Spaltes bestimmt.
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